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Tyossé tarkastellaan rationaalisten kielten kommutointia. Erityisesti tutkitaan mak-
simaalista annetun kielen kanssa kommutoivaa kieltd, sentralisaattoria, ja siihen
liittyvad Conwayn ongelmaa. Conwayn otaksuma viittad, ettd rationaalisen kielen
sentralisaattori on aina myoskin rationaalinen. J.H. Conway esitti viitteen vuonna
1971 (Regular algebra and Finite Machines, Chapman Hall,1971) ja se on yhi to-
distamatta. Tyossd tutustutaan J. Karhumien (Challenges of Commutation - An
advertisement, in: FCT 2001, R. Freivalds, Ed., Lecture Notes in Computer Science
2138, Springer-Verlag, New York 2001, ss. 15-23) esittdméan iteratiivisesti etene-
vaian kiintopistemetodiin, jonka tavoitteena on 10ytaé sentralisaattori erdan kuvauk-
sen maksimaalisena kiintopisteené. Useilla kielilld sentralisaattori 10ytyy télla mene-
telmalla hyvinkin nopeasti. On kuitenkin olemassa myds kielié, joilla metodi johtaa
pysahtyméattomaan laskentaan.

Tyossé esitellidn aluksi tarvittavaa vilineist6a ja niihin liittyvid tuloksia. Tadmaéan
jilkeen esitellddn kiintopistemetodia ja sentralisaattorin méarittamista eri tyyppis-
ten pysahtyvien esimerkkien avulla. Tdmén jéilkeen osoitetaan sopivalla esimerkilla,
ettd jopa adrellinen kieli voi johtaa pysdhtyméttomaéain laskentaan kiintopisteme-
todia kaytettiessd. Esimerkkitapausta tarkastellaan tarkasti ja analysoidaan syité
metodin pysitymittomyyteen. Lisiksi mainitaan joitakin muita esimerkkeja pysih-
tymattoméan laskentaan johtavista tapauksista.

Lopuksi esitetidén joitakin padtelmié ja pohdintoja siitd, miten sentralisaattorin tut-
kimista voisi jatkaa edelleen.

Tyo6ssa kiytettiin esimerkkien laskemisessa ja johtopdidtosten teon apuna Léansi-
Ontarion yliopistossa Kanadassa kehitettyd Grail+ -tietokoneohjelmaa.

Asiasanat: rationaaliset kielet, kielten kommutointi, kielen sentralisaattori, kiinto-
pistemetodi, Conwayn ongelma.
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1 Johdanto

Algebrallisia systeemeja tutkittaessa keskeisessd, asemassa ovat usein erilaiset
yhtélot ja niiden ratkaiseminen. Usein ratkaisun 16ydettavyyteen vaikuttaa se,
onko yhtélossa kiytetty operaatio kommutatiivinen kyseisessé systeemissid. Yh-
talo, joka kommutatiivisessa systeemissd on hyvinkin yksinkertainen, saattaa
kommutoimattomassa jérjestelméssi osoittautua erittdin vaikeaksi. Formaalien
kielten yhteydessé kiytettivi kertolaskuoperaatio, katenaatio, on erés esimerkki
ei-kommutatiivisesta operaatiosta.

Tassd tyossa tarkastellaan erdstd formaalien kielten kommutointiin liittyvaa
ongelmaa. Kahden kielen, X ja Y, kommutointi voidaan esittdd hyvin yksinker-
taisella yhtalolla XY = Y X, mutta kysymys, millaisilla ehdoilla tdmé& yhtalo
on voimassa, on osoittautunut varsin vaikeaksi ongelmaksi. Tyossa keskitytdan
kielen X sentralisaattorin, eli laajimman kielen X kanssa kommutoivan kielen,
etsimiseen kiintopistemetodiksi kutsutulla menetelmalla.

Aluksi tyossa kdydaan 1api tarvittavia késitteitd ja perustuloksia sekd todis-
tetaan joitakin rationaalisten kielten sulkeumatuloksia. Seuraavaksi esitellddn
sentralisaattorin kisite ja esitetdin siihen liittyvia tuloksia ja sentralisaattorin
ominaisuuksia. Muotoillaan, yhé avoin, Conwayn ongelma, joka viittaa, ettd ra-
tionaalisen kielen sentralisaattori on aina rationaalinen. Esitelldén lisiksi muu-
tama tdmin ongelman muunnos.

Tamaén jilkeen muodostetaan iteratiivinen kiintopistemetod: kielen X sentra-
lisaattorin loytdmiseksi. Conway esitteli kiintopistemetodin yksinkertaisen ver-

sion kirjassaan [1|. Téssd tyossd kiytetddn kuitenkin Karhuméen [5] esittdmad



tehokkaampaa versiota kiintopistemetodista. Kiintopistemetodin kiyttoa esitel-
ld4n usealla erilaisella rationaalisella esimerkkitapauksella. Erityisesti kiinnosta-
vat adrelliset kielet. Menetelméad tarkasteltaessa huomataan, etta se rationaalis-
ten kielten tapauksessa antaa sentralisaattorin usein jo muutaman iteraatioas-
keleen jilkeen. Toisaalta esitetdéin esimerkkini myds varsin yksinkertainen, vain
muutaman sanan kieli, jolla iteraatio ei padty lainkaan, vaikka sentralisaattori
onkin esitettdvissd hyvin yksinkertaisesti.

Tyon lopuksi pohditaan joitakin esiin tulleita ajatuksia, miten sentralisaat-
toriin liittyvid ongelmia, kuten Conwayn ongelmaa, voitaisiin tutkia tarkemmin.

Rationaalisten kielten operointiin ja kiintopistemetodin suoritukseen kiytet-
tiin tdmén tyon yhteydessd tietokoneohjelmistoa nimeltd Grail+ [8|. Ohjelma
kisittelee rationaalisia kielid esittdmalla ne dédrellisind automaatteina, joille suo-

ritetaan halutut operaatiot.



2 Kasitteita ja maaritelmia

Tassd kappaleessa kerrataan ja méadritellidn joitakin tarvittavia peruskésitteitéa

seki todistetaan néaille muutama sulkeumatulos.

2.1 Kielista

Aluksi kerrataan formaalien kielten teorian perusvilineisto. Kielten perustana
on adrellinen kirjainten joukko X, eli aakkosto. Kirjaimille méaritelldadn binda-
rioperaationa katenaatio, eli kirjainten kirjoittaminen perdkkiin. Esimerkiksi
a - b = ab. Aakkoston Y generoimasta vapaasta puoliryhméstd kiytetdin mer-
kintadd X* ja sen alkioita kutsutaan sanoiksi. Kun tahan puoliryhméién lisdtadn
ykkosalkioksi tyhji sana 1, saadaan vastaava vapaasti generoitu monoidi »*.
Aakkoston ¥ kieliksi kutsutaan monoidin >* osajoukkoja. Sanojen katenaa-

tio laajennetaan kielten véliseksi bindarioperaatioksi madrittelemélla
AB={af | a€A, 3€ B}, A, BCY".

Télld binddrioperaatiolla varustettu potenssijoukko p(3*) muodostaa nyt monoi-
din, jonka neutraalialkiona on singletonjoukko {1}. Kielen X siséltdmien sanojen
lukumaarasta kiytetddn tédssi tyossd merkintad | X| ja merkintd |w| tarkoittaa
sanan w € X* pituutta.

Kielten A ja B joukko-opillisesta unionista AU B kiytetdan tdmén esityksen
saannollisissd lausekkeissa merkintdd A 4+ B. Merkintdé voidaan perustella sillé,

ettd katenaatiolla ja unionilla varustettu potenssijoukko p(3*) on puolirengas,



jonka nolla-alkiona on tyhji joukko (). Erityisesti ovat voimassa distributiivilait

(A+B)C = {weX|lue A+ B,veC}
= {weXueAdvelC+{uweX¥|ue Bvel}
— AC+BC VAB,CCY
ja
C(A+B)=CA+CB VA,B,CCXY"

Samalla tavoin distributiivilait ovat voimassa aarettomille summille

O _A)C = {weXue) AveC)
=0 =0

(o)

= Z{uvéE*]uEAi,veC}

i=1

= ) (A4C) VA, CCX”
=1

ja
CY A=) (CA) A,CCx
1=0 =0

Kielten potenssilla on luonnollinen merkityksensa kertolaskun lyhennysmer-

kintdnd ja se madritellidan asettamalla rekursiivisesti
A" ={1}, A'=A ja A"=AA""

Potenssien ddrettominé unioneina saadaan Kleenen plus- ja tihtioperaatiot

AF= A+ A2 A4 = A=A
1>0 =1
ja
A= {1+ A+ A2+ A4+ =D A= A
i>0 i=0
Kieli A™ on kielen A generoima puoliryhmi. Vastaavasti A* on kielen A generoi-

ma monoidin X* alimonoidi. A" ja A* eivit ole vilttaméitta vapaasti generoituja,
kuten X1 ja X*.



Joukkoina kielille ovat luonnollisestikin voimassa kaikki tavalliset joukko-

opin sddnnot, kuten de Morganin kaava
(E*\AUET\B) =X\ (AN B)

ja sen duaali kaava. Vastaavat kaavat ovat tietenkin voimassa myos silloin, jos

perusjoukkona kiytetddn monoidin X* sijasta puoliryhméa 7.

Maiiritelma 2.1. Sanan u € ¥* sanotaan olevan sanan w € X* prefiksi, eli vasen
tekijd, jos w = uwv jollakin sanalla v € »*. Tall6in kiytetdan myoskin merkintda

1

u = wv~ ", eli u on sana, joka saadaan, kun sanan w lopusta poistetaan sana v.

Vastaavasti sana u € ¥* on sanan w € X* suffiksi, eli otkea tekiji, jos w = vu

jollakin sanalla v € ¥* ja téstd kiytetdin merkintdd u = v~ w.

Seuraavaksi laajennetaan sanojen prefiksin ja suffiksin maaritelméassa kayt-

t60n otetut merkinnat kielille.

Maaritelmé 2.2. Kielen Ly vasen osamddrd kielen Lo suhteen on kieli
L2_1L1 = {u;lul |U1 S Ll,UQ S LQ}

Ly 11, on siis kieli, joka koostuu kielen L, sanoilla alkavien kielen L, sanojen
loppuosista.

Aivan vastaavasti kielen L, oikea osamddrd kielen L, suhteen on kieli
LiLyt = {ugus ' |uy € Ly, ug € Ly}

Esimerkki 2.3. Olkoot X = {aa, ab,ba,abb,bab}, Y| = {a} ja Yo = {b,ab}. Nyt
osamaéadrikielind saadaan

Y ' X = {a,b,bb}, XY = {a,b},

Y, 'X ={1,a,b,ab} ja XY, '={1,a,b,ab}.
Maaritelma 2.4. Kielen L prefiksi on sen kaikkien sanojen kaikkien prefiksien

joukko
Pref(L) = {u e X" |uww € L, v € ¥}

ja vastaavasti kielen suffiksi on sen sanojen kaikkien suffiksien joukko

Suf(L) ={ue X |vue L, veX}.



Esimerkki 2.5. Olkoon X = {aa, ab, ba, abb,bab}. Nyt
Pref(X) = {1, a, b, aa, ab, ba, abb, bab}
ja
Suf(X) = {1, a, b, aa, ab, ba, bb, abb, bab}.
Téassd médritelmissd on prefiksien ja suffiksien perusjoukkona kiytetty mo-
noidia >*. Myohemmin téssa tyossi tarkastellaan kielid padasiassa puoliryhméan

YT osajoukkoina, jolloin kiytetdén 1-vapaita prefikseja ja suffikseja. Ellei se-

kaannuksen vaaraa ole, naistd kiytetddn samoja merkintoja, kuin edella.

Merkinti 2.6. Otetaan kiyttoon lyhennysmerkinté kahden joukon A ja B sym-
metriselle erotukselle AAB = (AUB)\ (ANB)=(A\B)U(B\ A).

Merkinti 2.7. Olkoon sana w = ajas - - - a,, jossa a; € Y. Nyt sanan w petlikuva
on w® = a, ---asa,. Vastaavasti kielen L sanojen peilikuvista muodostuvasta

kielestd, peilikuvakielestd, kiytetiin merkintidd L7.

Esimerkki 2.8. Olkoot w = aab ja L = {a,aab,aba,bba}. Nyt w? = baa ja
L% = {a, baa, aba, abb}.

2.2 Rationaalisten kielten sulkeumaominaisuuksia

Rationaalisten kielten perheeksi kutsutaan pieninté kielten joukkoa, joka sisaltai
kaikki singletonkielet {a}, jossa a € ¥, ja joka on suljettu rationaalisten ope-
raatioiden, eli katenaation, unionin seki Kleenen tihtioperaation, eli iteraation,
suhteen.

Todetaan, ettd rationaalisten kielten joukko on suljettu kappaleessa 4 kiy-
tettdvien operaatioiden suhteen. Méaritelméinsi mukaan rationaalisten kielten

perhe on suljettu rationaalisten operaatioiden suhteen.
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Oletetaan tunnetuksi, ettd rationaaliset kielet voidaan mééaritelld antamalla
kyseisen kielen tunnistava airellinen automaatti [7]. Téssé esityksessd determi-
nistisistd ja epddeterministisistd darellisistd automaateista, DFA ja NFA, kay-

tetddn seuraavia maéaéaritelmia.

Méiiritelmi 2.9. Deterministiseksi ddrelliseksi automaatiksi (DFA) kutsutaan

viisikkoa
"4 = (Qaza57 quF>7
jossa
e () on aarellinen tilojen joukko,

> on Adrellinen aakkosto,

0:Q XX — Q on siirtymdfunktio,

qo on aloitustila ja

F on lopetustilojen joukko.

Laajennetaan siirtyméfunktio o funktioksi 6* : Q) x ¥* — () méirittelemalla
0" (q,1) =q ja  &(q,aw) =6"(0(q, a), w)

kaikilla sanoilla w € ¥* ja kirjaimilla a € 3. Nyt DFA:n A tunnistamaksi kieleksi

kutsutaan kielta
L(A) = {w € 2| 6(qo,w) € F}.

Méiéritelmi 2.10. Epéideterministiseksi dérelliseksi automaatiksi (NFA) kut-

sutaan viisikkoa

A= (Q727E7Q07F)7

jossa @), ¥ ja F' ovat kuten deterministisessé automaatissa, mutta
o [/ C () xX x(Q on sitrtymdrelaatio ja

e () on aloitustilojen joukko.



NFA A tunnistaa kielen
L(A) ={we X" |3a1,...,an € X,q0,---,Gn € Q : w=ay -+ ay,
qo € Qo,qn eFr ja (qi,l,ai,qi) € F kaikilla 1 = 1, . ,n}.
Kayttamélla hyviksi dédrellisid automaatteja todistetaan seuraavat tulokset.

Lause 2.11. Rationaalisen kielen X prefiksien joukko Pref(X) ja suffiksien

joukko Suf(X) ovat mydskin rationaalisia.

Todistus. Oletetaan, ettd A = (Q, %, Qo, F, F) on redusoitu NFA, joka maérit-
telee kielen X, siis X = L(A). Redusoidulla automaatilla tarkoitetaan téssi yh-
teydessd automaattia, jonka kaikki tilat ovat saavutettavissa alkutilasta ja jonka

kustakin tilasta paastdin johonkin lopputilaan. Muodostetaan automaatit

Al - (QJEJQ(]?E?Q)
ja
AQ = (Q7Z7Q>E7F)'

Selvéstikin Pref(X) ja Suf(X) ovat rationaalisia, silld Pref(X) = L(A;) ja
Suf(X) = L(Ay). O

Lemma 2.12. Jos kieli L on rationaalinen, on myds sen peilikuvakieli LT ra-

tionaalinen.

Todistus. Rationaaliselle kielelle L voidaan muodostaa sen tunnistava epadeter-

ministinen darellinen automaatti

A= {Q7Z7Q07E7F}'

Kun automaatin alkutilat vaihdetaan lopetustiloiksi ja pdin vastoin, sekd muo-

dostetaan siirtymarelaatio

E'={(q1,0,¢2) € Q x X x Q|(g2,a,q1) € E}

kdantdmalla kukin relaation E siirtymé, saadaan automaatti
A/ = {Q7 27 F7 E/7 QO}
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Automaatti A hyviksyy nyt sanan w tdsmaélleen silloin, kun automaatti A" hy-

viksyy sanan w’. O

Lause 2.13. Rationaalisten kielten joukko on suljettu vasemman ja oikean osa-
mddrdn suhteen. Toisin sanoen, jos kielet Ly ja Lo ovat rationaalisia, niin sa-

motn ovat myos kielet Lfle ja L2L1’1.

Todistus. Todistetaan viite konstruoimalla kielen L;'L, tunnistava #irellinen
automaatti kiyttden hyvéksi kielet L; ja Lo tunnistavia automaatteja. Oikean
osamédran rationaalisuus saadaan todistettua vasemman osamédran rationaali-
suuden ja lemman 2.12 avulla.

Oletetaan, ettd kielet L; ja L, ovat rationaaliset ja ettd L; = L(A;) ja
Ly = L(A,), kun

A = (Q1727QO1,517F1)
Ay = (Q2,%, qo2, 02, ).

Lisdksi voidaan olettaa, ettd automaattien A; ja A, kaikki tilat ovat saavutet-

tavissa alkutilasta. Muodostetaan nyt automaatti

A = (Q12727 (QOlaQO2)>5127F12>7
jossa,

o Q12 = (Q1U{q}) x Q2
o Fio={(q1,¢q) € Q12| 2 € F>} ja
® 015 : Q12 X ¥ — Q12 on madritelty kaikilla kirjaimilla a € ¥ seuraavasti:

— jos 01(q1,a) ja 02(g2, a) ovat molemmat méériteltyjé, niin
612((Q1a q2)7 CL) = (51((]1’ a)7 52(Q27 a))

— jos 02(q2, @) on madritelty, mutta d;(q;, a) ei, niin
12((q1, 42), @) = (¢, 02(¢2))-



Nyt kieli L(A") = L(Ay) = Lo, silld kullakin sanalla laskenta etenee automaatissa
A’ tismalleen automaatin A, maardamalla tavalla. Koska kaikki automaatin A,
lopputilat ovat saavutettavia, ovat ne kielen L, sanat, jotka alkavat kielen L,

sanoilla, tarkalleen ne, joiden laskenta automaatissa A’ etenee jonkin joukoon

Qo ={(q1,92) € Q2|1 € F1}

kuuluvan tilan kautta. Asettamalla ndmaé joukon @) tilat automaatin alkutiloik-

si, saadaan kielen L' L, tunnistava NFA

A = (Q12,%, Qo, 612, F12).

Kieli L' L, on siis rationaalinen.
Kielen L, L' rationaalisuus seuraa edellii olevasta sekdi lemmasta 2.12, kun

huomataan, etti
LLi' = (L) 'LH)".

O

Lause 2.14. Kahden rationaalisen kielen, Ly ja Lo, erotus Lo\ Ly on rationaa-

linen.

Todistus. Koska L, ja Lo ovat rationaaliset, voidaan olettaa, ettd L; = L(.A4;) ja
Ly = L(A,). Téssd A; ja A ovat lauseen 2.13 merkint§jen mukaiset automaatit.

Nyt voidaan muodostaa deterministinen automaatti

A = (Q12, %, (o1, o2) 612, Fl2),

joka madritellian muuten samoin, kuin lauseen 2.13 automaatti A’, mutta lope-

tustilojen joukoksi Fis valitaan joukko

Fio={(q1, %) | a1 & F1,q2 € F>}.

Nyt A hyviksyy tdsmaélleen ne sanat w € ¥*, jotka kuuluvat kieleen Ly, muttei-
vat kieleen L. O
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Seuraus 2.15. Koska rationaalisten kielten perhe on suljettu unionin ja ero-
tuksen suhteen, on se suljettu mydskin leikkauksen ja symmetrisen erotuksen

suhteen. Namé tulokset nihddan suoraan De Morganin kaavasta
ANB=Y"\ ((E*\A) U X"\ B))
ja symmetrisen erotuksen maéritelméasta

AAB = (A\ B)U (B\ A).
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3 Sentralisaattori

Téssd kappaleessa tutkitaan kahden kielen kommutointia, méaritellain sentrali-
saattorin kisite ja tutustutaan erdisiin sentralisaattorin ominaisuuksiin. Lopuksi

esitellidn Conwayn esittdmi ongelma, joka on yhi avoin.

3.1 Kielten kommutointi

Kielten X ja Y kommutointi esitetdéin hyvin yksinkertaisella yhtalolla XY =
Y X. Yleisten ehtojen loytdminen kielten kommutoille on kuitenkin osoittau-
tunut varsin vaikeaksi ongelmaksi. Esimerkiksi on yleisesti tunnettua [7], ettd
yksittédiset sanat u,v € ¥X* kommutoivat keskendin, siis uv = vu, silloin ja vain
silloin, kun u = #* ja v = t/ jollakin sanalla ¢t € X* ja luvuilla 4, j > 0. Vastaavan
kaltaista yleistd ehtoa ei kielten kommutoinnille kuitenkaan ole 16ydetty.

Jos kielten X ja Y kommutointia tarkastellaan yksittdisten sanojen tasolla,
tarkoittaa kommutointiyhtdlo XY = Y X seuraavaa. Kaikilla sanoilla z; € X ja

y1 € Y ovat olemassa sellaiset sanat x5 € X ja y, € Y, joilla
T1Y1 = YaZ2

seki sellaiset sanat z3 € X ja y; € Y, joilla
Y11 = T3Ys3.

Esimerkki 3.1. Kielet X = {a, aaa,b, ba, ab,aba} ja Y = X U {aa} kommutoi-

vat. Tamé& ndhdain huomaamalla ensinnékin, ettd luonnollisestikin X X C XY

12



Toiseksi huomataan, etta

aa-a =a-aa  aa-aaa = aad - aa
aa-b=a-ab aa - ba = a - aba
aa - ab = aaa-b aa-aba = aaa - ba,

eli siis {aa}X C XY. Yhdessd ndmé antavat Y X = (X U{aa})X C XY. Koska

X ja'Y ovat kielind "symmetrisid”, eli X = X ja Y = Y%, saadaan

YX
(YX)"
Xy R

XY

N

XY
(XY)"
yRXE
YX.

N 1N

N

Niin ollen XY =Y X.

3.2 Sentralisaattori ja sen ominaisuuksia

Kiinnitimme nyt toisen kielistd X ja Y sekd tarkastelemme maksimaalista ta-

man kanssa kommutoivaa kielta.

Maéaritelma 3.2. Aakkoston ¥ kielelle X madritelladn kaksi sentralisaattoria
(centralizer), x-sentralisaattori C,(X) ja +-sentralisaattori C(X). Sentralisaat-
tori C.(X) on maksimaalinen kieli, siis monoidin ¥* osajoukko, joka kommu-
toi kielen X kanssa. C, (X) on taas puolestaan maksimaalinen kielen X kanssa

kommutoiva puoliryhman X% osajoukko.

Varmistetaan vield, ettd sentralisaattorit ovat aina olemassa ja yksikésittei-
set. Kielen X kanssa kommutoivia kielis on aina olemassa, sillé kaikilla luvuilla
n > 0 on selvisti voimassa X" X = X X". Erityisesti X*X = X X*. Myoskin
puoliryhméin X7 osajoukoista 16ytyy aina kielen X kanssa kommutoivia kielié.
Jos 1 ¢ X, ainakin X+ kommutoi kielen X kanssa. Jos taas 1 € X, voidaan

kommutoivaksi esimerkiksi valita itse X7, silla Xt X = YT = XX,
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Sentralisaattorin C,(X) olemassaolo ja yksikésitteisyys ndhddin, kun huo-

mataan, ettd kaikkien kielen X kanssa kommutoivien kielten unioni
(J{A c o7 jAX = X4}

kommutoi, distributiivilain ansiosta, my&skin kielen X kanssa seké sisaltad kaikki
muut kommutoivat kielet. Tdméa on juuri haluttu maksimaalinen kommutoiva
kieli. Sentralisaattorin C, (X ) olemassaolo ja yksikésitteisyys perustellaan aivan
vastaavalla tavalla korvaamalla ¥* puoliryhmalla 3+,

Toteamme eriitd sentralisaattorin ominaisuuksia.

Lause 3.3. Kielen X x-sentralisaattori C.(X) on monoidi ja vastaavasti +-

sentralisaattori Co(X) on puoliryhmd.

Todistus. Kieli A on monoidi (vastaavasti puoliryhmi) tarkalleen silloin, jos
A = A* (vastaavasti A = AT). Todistetaan x-sentralisaattoria koskeva viitté-

ma. +-sentralisaattoria koskeva todistus on aivan samanlainen. Osoitetaan ensin
induktiolla, ettd C.(X)"X = XC.(X)" kaikilla luvuilla n > 0. Ensinnékin

C.( X)X ={1}1X = X = X{1} = XC.(X)".

Toisaalta, jos oletetaan, ettd viite patee, kun n < k, saadaan sentralisaattorin

médritelmén ja induktio-oletuksen nojalla, etta
Co( X)X = Co(X)FC.(X)X = Co(X)"XC (X)) = XC (X)L,

Siispd C.(X)"X = XC.(X)" jokaisella luvulla n ja ndin ollen C.(X)*X =
XC.(X)*. Koska C.(X) on maksimaalinen, on oltava C,(X)* C C.(X). Koska

taas triviaalisti on voimassa C.(X) C C,(X)*, ovat ndmé kaksi joukkoa samat

C.(X) on siis monoidi. O
Lause 3.4. Jos 1 € X, niin C.(X) =%* ja C.(X) = X7 .

Todistus. Jos 1 € X, niin X*X = Y¥* = XXY*. Toinen viite todistuu aivan

samoin. O
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Ellei sekaannuksen vaaraa ole, kiytetddn sentralisaattorista vain merkin-
tdd C(X). Jatkossa tulemme tarkastelemaan p#dasiassa -+-sentralisaattoreita.
Niin siksi, ettd x-sentralisaattorin tapauksessa tarkastelu on joko triviaali taik-
ka helposti muunnettavissa -+-sentralisaattorin vastaavasta tarkastelusta. Ti-
lanne nimittdin jakautuu neljad&in osaan sen mukaan, tutkitaanko +- vai *-
sentralisaattoria ja onko tyhji sana 1 kielessd X vai ei.

Jos 1 € X, on kyseessi lauseen 3.4 mukainen tilanne. Tosin -
sentralisaattorin tutkiminen ei till6in ole valttadméatta edes mielekésta.

Jos taas 1 ¢ X, niin tilanne, jossa tutkitaan sentralisaattoria C(X), on téssé
tarkasteltava tapaus. Sentralisaattoria C, (X ) koskevat tulokset taas ovat analogi-
sia sentralisaattorin C, (X ) vastaavien kanssa silld erotuksella, ettd perusjoukko-
na toimii puoliryhmén X+ sijasta monoidi X*. Toisin sanoen -+-sentralisaattoria
koskevat tulokset voidaan muuntaa vastaaviksi #-sentralisaattoria koskeviksi
vaihtamalla tarvittaessa merkin + tilalle merkki %, eli hyviksymalld tyhjan sanan
esiintyminen kielissd. Tam4 ei valttaméatta tarkoita, ettd C.(X) = C.(X)U{1}.
Esimerkissé 3.7 ja kappaleessa 5.3 kasitelty kieli X = {a, ab, ba,bb} on erés esi-
merkki kielestd, jolla C.(X) # C(X) U {1}.

Lause 3.5. Kiclen X sentralisaattori on mydskin kielen X' sentralisaattori, eli
C(X)=C(X™).

Todistus. Todistetaan viite osoittamalla, ettd yhtdlon molemmat puolet sisél-
tyvat toisiinsa.

Osoitetaan induktiolla, ettd C(X)X" = X"C(X) kaikilla luvuilla n > 1,
jolloin C(X)X ™ = XTC(X). Aluksi, kun n = 1, mééritelmin mukaisesti

C(X)X = XC(X).
Jos viite patee, kun n < k, niin
C(X)XM = XC(X)X* = XFrie(X),

eli C(X) C C(X™).
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Véitteen toinen puoli saadaan huomaamalla, ettd X C X C C(X7T), ja ettd

C(X™) on puoliryhmi, jolloin

XCXHCXC(XN)=CXHXT=C(XHX"-X CC(XMX.
———
cc(xt)
Samoin C(X )X C XC(X ™), joten XC(X ™) = C(XT)X. Sentralisaattorin C(X)
maksimaalisuuden vuoksi
C(XT) CC(X).
O

Sentralisaattorin etsiminen voidaan aloittaa maarittamalla sille ensin ala- ja

ylarajat.

Lause 3.6. Olkoon X annettu aakkoston ¥ kieli ja C(X) sen sentralisaattori.

Talléin sentralisaattorille on voimassa
Xt CC(X) CPref(XT)NSuf(X™). (1)
Jos kyseessd on +-sentralisaattori, tulkitaan Pref(X ™) ja Suf(X™) 1-vapaiksi.

Todistus. Ensimméinen sisdltyminen on selvi, silla X+ kommutoi kielen X kans-
sa ja néin ollen sisiltyy sentralisaattoriin.

Toinen siséltyminen saadaan tarkastelemalla sentralisaattorin sisdltymisté
kumpaankin kieleen Pref(X ™) ja Suf(X ™) erikseen. Osoitetaan, ettd C(X) C
Pref(X ™). Sisdltyminen C(X) C Suf(X™) ndhddén samoin. Kullakin koko-
naisluvulla n > 1 ja sanoilla z; € C(X), x1,...,2, € X on olemassa sanat

29y .oy 2ne1 € C(X) Jayr, ..., yn € X, joilla on voimassa
ZiTi = YiZi+1,
kun 1 <7 < n. N&in siis on voimassa
Z1T1 T = Y1 ° " Ynlntl-

Koska oletamme, ettd 1 ¢ X, niin |y;| > 1 kaikilla indekseilld i ja siis tarpeek-
si suurella luvun n arvolla |y; - - - y,| > |z1]. Néin siis z; € Pref(X™) kaikilla
sentralisaattorin alkioilla 21, joten C(X) C Pref(X ™). O
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Sentralisaattorille voidaan koettaa 16ytda myd6s tarkempia rajoja. Esimerkiksi
kieli
S={weXt|wX CXX"jaXwCXX"} (2)

sisaltyy sentralisaattoriin. Tdm& ndhdadn seuraavasti. Kielen S maéaaritelméan
mukaisesti X+ C S. Nyt SX C XXt C XS ja vastaavasti toisin pdin XS C
XXT=XTXCSX,eli XS =5X.
Néin siis on voimassa
Xt CSceXx). (3)

Varsin usein sentralisaattori onkin joko kieli X tai kieli S. Edellisessi tapauk-
sessa tietenkin tarkemmin sanottuna X+ = S = C(X). On kuitenkin olemassa

myo6s kielid X, joiden sentralisaattori on aidosti suurempi, kuin kieli S.

Esimerkki 3.7. Esimerkkini tilanteesta, jolloin kaavassa (3) on voimassa aito
sisdltyminen S C C(X), voidaan kisitelld tapausta, jossa X = {a,ab, ba,bb}.
Kappaleessa 5.3 todistetaan tarkemmin, ettd C(X) = X \ {b}. Erityisesti nyt
C(X) # S, silla esimerkiksi bab € C(X), mutta bab - bb = babbb ¢ XX, eli
bab ¢ S.

Kieli S on méaritelty niiden sanojen joukkona, joilla on tietty ominaisuus.
Jotta kieltd S voitaisiin kisitelld helpommin, ja erityisesti, jotta se voitaisiin
laskea koneellisesti, on sille etsittiva toisenlainen, laskukaavan muotoinen, esi-

tystapa.
Lause 3.8. Kieli S voidaan esittdd muodossa
S=t\ (ET\XXHXTUX'(ZT\XXT)). (4)

Todistus. Lahdetdaan liikkeelle kaavassa (2) annetusta kielen S maéritelmésté.
Koska
weS < (Vae X)(wae€ XX ANaw € XXT),

on siis voimassa

w¢gS <= (JaeX)(wa¢ XX Vaw¢g XXT)
— (JaeX)(wae X"\ XXTVawe XT\ XXT).
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Nyt kielen S komplementti saadaan muodossa

YP\S = {weXf|(Fae X)(wae T\ XXT)}
U{w e X[ (Fa e X)(aw € X\ XXT)}
= (DF\ XXX TTUXTU(D\ XX

Nain ollen kieli S on tdméan komplementti
S=\ (ET\XXHXTUX(ZT\XXT)).
O

Lauseessa 3.8 esitetyssi kaavassa esiintyvit operaatiot ovat rationaalisuuden
sdilyttivia ja kohtuullisen helposti toteutettavissa direllisille automaateille. Nain
annetusta rationaalisesta kielestd X riippuva kieli S voidaan laskea esimerkiksi
Grail+:aa kiyttéien.

Téssd tyossé esitetyissd esimerkeissa kiytetddn aakkostona binddristd aak-
kostoa ¥ = {a,b}. Binddrisen aakkoston kdytto ei kuitenkaan rajoita tulosten
yleisyyttd, silld suuremmalla kirjainmaéralld varustetut aakkostot voidaan koo-

data sopivalla koodauksella binédériselle aakkostolle.

Lause 3.9. Olkoon ¥ = {ay,aq,...,a,} ddirellinen aakkosto. Sopivasti valitulla
koodauksella ¢ voidaan aakkoston ¥ mielivaltainen kieli X koodata binddriselle
aakkostolle {0, 1} siten, ettd

Todistus. Valitaan koodisanojen joukoksi I' = {101|i = 1,2,...,n} ja suorite-

taan koodaus kdyttdmalla morfismia
Y Y — T* 9(a;) = 10°1.

Kielen X C X7 koodattu kuva on siis ¥(X) C I'". Nyt C(¢(X)) C T'f, silla
C(Y(X)) C Pref(yp(X)F) N Suf(y(X)t) C I''. Koska C(X)X = XC(X), on

my0s voimassa



jasiis (C(X)) € C((X)).
Toisaalta, koska morfismi ¢/ on injektio, on
PTHCW(X))X = vHCW(X))Y ™ (¥(X) = v (CW(X))¥(X))
= T (WX)C((X))) = X¢~H (C(¥(X))),

eli v~ (C(¥(X))) € C(X) jasiis C(1(X)) S ¥ (C(X)).
Kokonaisuudessaan siis C(1(X)) = ¢(C(X)). O

Adsrellisen mielivaltaisen aakkoston kielen X sentralisaattoria voidaan siis
tutkia koodaamalla kieli bindériselle aakkostolle ja tutkimalla koodatun kielen
sentralisaattoria.

Edell4 olevassa ei koodaukseksi voida kuitenkaan valita mitd tahansa koo-

dausta.

Esimerkki 3.10. Olkoon X = {a,b, ¢, d} aakkosto joka koodataan binairiselle
aakkostolle {0, 1} kuvauksella

¥ T — {0,1}*, 1(a) = 0000,1(b) = 0011, 14(c) = 1100, ¢(d) = 1111.

Jos tutkittavaksi kieleksi valitaan X = > = {a, b, ¢, d}, saadaan sen sentralisaat-
toriksi C(X) = X+ = X7 ja koodatuksi kieleksi

¥(X) = {0000,0011,1100, 1111} = {00, 11}>.

Nailla valinnoilla kuitenkin kielen X kuvan sentralisaattori ei ole sama, kuin

sentralisaattorin kuva, silla

C(¥(X)) = {00, 11} # ({00, 11}*)" = ¥ (C(X)).

3.3 Conwayn ongelma

Sentralisaattoriin liittyy useita yha avoimia ongelmia. Esittelemme téssi erdin,

jo vuonna 1971 esitetyn, mutta yha ratkaisemattoman ongelman.

Conwayn ongelma. Onko rationaalisen kielen sentralisaattori aina rationaa-

linen?
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John Horton Conway esitti tdmén kysymyksen yli 30 vuotta sitten kirjas-
saan [1]. Conway kiytti tosin sentralisaattorin sijasta nimitysta normalizer. Vie-
lakddn ongelmaan ei ole 16ydetty vastausta. Toisin sanoen sitd ei ole pystyt-
ty todistamaan oikeaksi, mutta kukaan ole myoskiin 16ytanyt vastaesimerkkié.
Rationaalisen kielen sentralisaattorista ei ole vield onnistuttu edes selvittidmaéén,
onko kyseessd aina rekursiivinen kieli. Samat ongelmat pysyvit yhd voimassa,
vaikka rajoituttaisiin tarkastelemaan direllisid kielia.

Myoénteinen vastaus Conwayn ongelmaan on todistettu erdissé erikoistapauk-
sissa, esimerkiksi, kun kieli X on rationaalinen prefiksikoodi, kun X on sdannol-
linen w-koodi [4], kun | X| < 2 [3], tai kun | X| = 3 [2].

Sentralisaattorista tiedetddn kuitenkin, ettd sen komplementti on rekursiivi-
sesti numeroituva. Toisin sanoen, on olemassa algoritmi, joka dérellisessd suori-
tusajassa, ennemmin tai my6hemmin, hyviksyy kunkin kielen X sentralisaatto-
rin komplementtiin kuuluvan sanan, mutta ei vilttamétta pysihdy sentralisaat-
toriin kuuluvilla sanoilla. Téllainen algoritmi muodostuu téssa tydssia maaritel-

tavin kiintopistemetodin sivutuotteena.
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4 Kiintopistemetodi

Tasséd kappaleessa esitelladn kiintopistemetodiks: kutsuttu menetelma, jolla py-
ritddn 16ytaméin annetun kielen X sentralisaattori C(X). Erityisesti rationaa-
lisille kielille kiintopistemetodi voidaan toteuttaa helposti jollakin darellisid au-
tomaatteja kisittelemain kykenevilld tietokoneohjelmalla, kuten Grail+:lla [8].
Koska Grail+ kisittelee kielid ne tunnistavien direllisten automaattien avulla,
viitataan kielen X tunnistavaan automaattiin jatkossa vain kieltd X vastaavana
automaattina. Erityisesti ndméa automaatit oletetaan deterministisiksi ja mini-
moiduiksi.

Kiintopistemetodin ideana on muodostaa kuvaus ¢ : p(X7) — p(XT), jonka
maksimaalinen kiintopiste on kielen X sentralisaattori C(X) ja tdmén jilkeen
sopivasta sentralisaattorin sisiltdvasta kielestd aloittaen 16ytad sentralisaattori
iteratiivisesti.

Olkoon X annettu 1-vapaa kieli. Maéritelldsn kielten X; jono rekursiivisesti
madraamalld

Xo = Pref(X) N Suf(X) (5)
ja
Xiy1 = Xi \ (Xfl(XXiAXZ-X) U (XXZ-AXZ-X)X”) , 1> 0. (6)

Kaytetdan nyt kaikkien X;-kielten darettomésté leikkauksesta merkintda

120

Lause 4.1. Kieli Zy on kielen X sentralisaattori, siis Zy = C(X).
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Todistus. Koska kukin X, ,; saadaan vihentdmailla jokin kieli edellisesta kielesta
X, on selvid, ettd X;,; C X, kullakin indeksilla ¢+ > 0. Lauseen 3.6 nojalla
tiedetéddn, ettd C(X) C Xj. Jos C(X) C X; jollakin indeksill4, niin

C(X)X =XC(X) CXX,NX;X.
Siis
ja edelleen

CX)N (X HXX;AXX)U(XX,AX X)X ) =0,

joten my6s C(X) C X;i1. Induktiolla siis nahdédéan, ettd C(X) C X, kaikilla
indekseilld ¢ > 0. Niin ollen, siis myoskin C(X) C Z;.
Toisaalta Zo X = X Z; ja néin ollen Z; C C(X). Jos olisi voimassa ZyX #
X Zy, niin silloin olisi olemassa jokin sellainen sana w € Zj, jolla joko wX ¢ X7,
tai Xw ¢ ZyX. Nyt voidaan olettaa, ettd kyseessd on edellinen tapaus. Kielen
Zy maaritelmén johdosta tdma tarkoittaa sité, ettd jostakin indeksistd k alkaen
wX ¢ XX;, kun ¢ > k. Nyt kuitenkin, koska w kielen Z, sanana on myds
jokaisessa kielessd X;, erityisesti kielessd X}, huomataan, ettd X; X # X X ja
siis w € (X X3 AX, X)X 1. Nyt siis w ¢ X}, 1, vastoin oletusta w € Z.
Koska sisdltyminen on voimassa molemmin péin, on siis voimassa Z, = C(X).
O

Edell4 oleva kaava (6) madrittelee kuvauksen
(X)) = p(EN), (V) =Y\ (X (YXAXY)U (YXAXY)X ). (8)

Kuvauksen kiintopisteitid ovat tarkalleen ne kielet Y, joilla Y XAXY = 0, eli
joilla XY =Y X. Maksimaalisena kielen X kanssa kommutoivana kielend C(X)
on siis kuvauksen ¢ maksimaalinen kiintopiste.

Kielen X sentralisaattori I6ydetédéin suorittamalla metodia rekursiivisesti niin
kauan, kunnes X X;AX;X = 0, eli kunnes X;; = X;. Useassa tapauksessa me-
todi antaa sentralisaattorin jo muutaman, yleensd kahdesta viiteen, laskenta-

kierroksen jilkeen. Ikdva kylla joillakin kielilld sentralisaattoria ei kuitenkaan
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saavuteta adrelliselld askelmédralld, vaan ainoastaan lausekkeen (7) mukaisena
raja-arvona.

Jos rationaalisen kielen sentralisaattori saavutetaan dédrelliselld askelméaaral-
14, on myos sentralisaattori rationaalinen, silla kussakin vaiheessa on kiytetty
vain rationaalisuuden siilyttavid operaatioita. Jos sentralisaattori kuitenkin saa-
daan vain raja-arvona, ei sen rationaalisuudesta ole takeita, silld d4reton leikkaus

ei valttamatta sailytd rationaalisuutta. Esimerkiksi kielet
Ai={a®|1<k<i}ud®a, i=1,2,3,...

ovat rationaalisia, muuta niiden leikkaus

(o)
A= ﬂAi = {a,a® a*,a®a',.. } ={a¥|i=1,2,3,..}
i=1
ei ole rationaalinen.
Kiintopistemetodi ei siis antanut varmaa vastausta sithen, onko rationaalisen
kielen sentralisaattori aina rationaalinen. Rationaalisen kielen sentralisaattorin

komplementille saadaan kuitenkin seuraava tulos.

Lause 4.2. Rationaalisen kielen X sentralisaattorin C(X) komplementti

Yt \ C(X) on rekursiivisesti numeroituva kieli.

Todistus. Kiintopistemetodi antaa kielen X \ C(X) jasenyysprobleeman selvit-
tamiseen menetelmén, joka pysihtyy kaikilla kieleen 3 \ C(X) kuuluvilla sy6t-
teilld. Jasenyysprobleemaa voidaan tutkia suorittamalla kiintopistemetodia. Jos
sana w kuuluu sentralisaattorin komplementtiin, huomataan tidméa siitd, etti
w ¢ X; jollakin luvulla i. Jos taas w ei kuulu sentralisaattorin komplementtiin,

ei menetelmé vilttamatta pysdhdy lainkaan. O

Jos kiitopistemetodi pysidhtyy jollakin syotteelld X, on tilanne yksinkertai-
nen. Pysdhtymattomassa tapauksessa voidaan sentralisaattorista tehda joitakin
padtelmis seuraavilla kahdella tavalla.

Kappaleessa 3 méiritellysta kielestd S tiedetdédn, ettéa
Xt CSCeX).
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Koska S voidaan laskea lauseen 3.8 mukaisella kaavalla, voimme vertailla kielid
X ja S. Jos ndmi ovat eri kielet, tiedimme, ettd X C C(X), eli kieli X ei
ole kielen X sentralisaattori.

Toista tapaa varten médrittelemme kaksi kieleen X liittyvad joukkoa. Ol-
koon X aakkosto, jossa on vahintddn kaksi kirjainta, ja X tdmén aakkoston 1-
vapaa kieli. Nyt kielen Pref(X ™) sanaa w sanotaan haaroittumispisteeksi (branc-
hing point), jos w Pref;(X) C Pref(X ™). Téssd merkinnélld Pref;(X) tarkoite-
taan kielen X kaikkien 1-pituisten prefiksien joukkoa. Haaroittumispistetta w
sanotaan kriittiseksi, jos w ¢ X . Nyt selvéstikin kaikki kielen X sanat ovat
haaroittuvia. Kaytetaan kieleen X liittyvien haaroittumispisteiden kielestd mer-
kintdd B ja kriittisten pisteiden kielestd merkintdsd C'. Seuraavasta lauseesta
saamme adrellisille kielille toisen keinon, joka kertoo joissakin tapauksissa, onko
C(X)=X".

Lause 4.3. Olkoon X C X" adrellinen kieli. Jos C =0, niin C(X) = X*.

Todistus. C(X) on puoliryhmé, joten jos z € C(X) jaxz € X C C(X), niin zx €
C(X). Néin siis myds zz € Pref(X™). Erityisesti siis z Pref;(X) C Pref(X™),
joten z € B. Koska oletimme, ettd C' = (), ei z ole kriittinen, eli z € X . Siispa
C(X)=X". O

Lauseen 4.3 mukaan, jos darellisen kielen X haaroittumispisteiden joukko on
tyhja, on sen sentralisaattori kieli X*. Viite ei kuitenkaan piade toiseen suun-
taan, silld on olemassa aérellisii kielid, joiden sentralisaattori on X+, mutta joi-
den haaroittumispisteiden joukko on epatyhji. Erds esimerkki tallaisesta kielesti
on kappaleessa 6 tarkemmin kisiteltava kieli X = {a, bb, aba, bab, bbb} .

Kiintopistemetodin rekursiivista kaavaa voidaan yksinkertaistaa hieman. Itse

menetelmi ja sen vilivaiheet eivit kuitenkaan muutu milldan lailla.

Lause 4.4. Kiintopistemetodin rekursiivisessa kaavassa voidaan symmetriset

erotukset A korvata sopivaan suuntaan olevilla tavallisilla erotuksilla. Talldin

Xipr = X\ (X7H(XX\ X X) U (XX \ XX) XY
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Todistus. Alkuperdisen kaavan symmetriset erotukset voidaan kirjoittaa taval-

listen erotusten unioneina

X = X\ (X HXXAXX)U(XXAX X)X
= X;\ (X ((XX;\ XiX) U (XiX \ XX;))
U((XX: \ XiX) U (XX \XX) X))

Oikeat ja vasemmat osaméirit voidaan ottaa unionien osasista erikseen, jolloin

Xy = X\ (XXX N\ X X)UXTH XX\ XX))
UXX \ X X)X U (XX \ X X)X 7).

Seuraavaksi huomataan, ettd koska X; X \ X X; ei sisélld kielen X X; sanoja ja

vastaavasti X X; \ X; X ei sisilld kielen X;X sanoja, on
XXX\ XX)NX; = (XXG;\ X X)X TN X, =0

Néin néitéd vastaavat osuudet voidaan jattaéd pois kaavasta ja jaljelle jaa viitetty

kaava

O

Jos vield vertaamme kiintopistemetodissa kiytettdvad kuvausta uudessa

muodossaan

(V) =Y\ (X H(XY\YX)U(YX\XY)X)
kielen S kaavaan

5= S0\ (X HEF\ XX U S\ XXX,

voimme huomata yhtéldisyyksid. Kaavojen samankaltaisuus nikyy viela selvem-

min, jos kieli S kirjoitetaan muodossa

S=3"\ (X' XTI\ XTX)U(STX\XXT)X ).
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Kiintopistemetodissa kiytettdva kuvaus on siis erdénlainen tarkennettu ver-
sio kielen S kaavasta. Sentralisaattorin yldraja, josta sanoja poistetaan, on pie-
nennetty kielestd X" kieleen Y, joka kiytédnnossd on jokin kielistd X;. Samalla
kieli X on korvattu myos kielelld Y. Sanojen poisto tapahtuu siis hieman varo-
vaisemmin, silld kielen S kaavassa saattaa erotuksessa havitd myos sentralisaat-
torin alkioita.

Kieli X; voidaan antaa my6s samanlaisen joukkomerkinnén avulla, kuin kieli

S kaavassa (2).
Lause 4.5. Kieli X;,1 voidaan kirjoittaa muodossa

Todistus. Tamén viitteen todistaminen tapahtuu samoin, kuin lausessa 3.8. Jos
merkitddn
T={we X;|wX C XX, ja XwC X;X},

niin

wel <<= welX;, ja VaeX)(wae XX, N aw e X;X)
U}GXl\T — weJX; ja (HCLEX)(’U)G¢XX7, vV CLU)%XlX)
— wEX; ja (HCLEX)(U}CLGXZX\XXZ V awEXXz\XZX)

Niin ollen
XA\T=((X:X\XX)X TUX (XX, \ XiX)) N X,
ja edelleen

T=X;\((X:X\XX)X "TUX XX\ XiX)) = Xi11.
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5 Esimerkkeja

Kéymme esimerkkeind 1dpi muutamia rationaalisia kielid ja etsimme niille sent-
ralisaattorit. Osa kielistd on dérellisid ja osa ddrettomid. Tarkastelemme samalla,
onko sentralisaattori X+, S vai jotakin muuta muotoa. Esimerkkeja tarkastel-
laan eri tavoin. Osa esimerkeistd kidydaan 1api tarkasti askel askeleelta, esittden
kukin vélivaiheena saatava kieli rationaalisena lausekkeena, ja osan yhteydessa
tyydytddn esittiméadn Grail+:n laskemat vilivaiheet darellisind automaatteina.

Ensiksi todistamme erdan ominaisuuden, joka on kaikilla niilld kielilld X,
joilla X+ £ S.

Lause 5.1. Olkoon X aakkoston X kieli. Jos X # S, niin kullakin kielen X

sanalla w on voimassa jompikumpi seuraavista vditteista.
a) v =ww, joillakin sanoilla u € ¥, v € X.
b) w = v, joillakin sanoilla uw € ¥, v € X.

Sana w on siis jonkin toisen kielen X sanan v aito suffiksi, taikka jokin toinen
kielen X sana v on sanan w aito suffiksi.

Sama tulos pdtee myds, jos suffiksien sijasta tarkastellaan prefiksejd.

Todistus. Olkoon w mielivaltainen kielen X sana ja ¢t € S\ XT. Silloin tw €

XX, eli sana tw voidaan jakaa jollain tavalla kieleen X kuuluviin tekijoihin.

jaossa. Sanan tw oikeanpuoleisin kieleen X kuuluva tekiji téssa tekijoihinjaossa
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on siis joko sanan w jokin aito suffiksi, taikka jokin sana ww siten, ettd ¢t = su
jase XT.

Prefikseja koskeva viite todistuu aivan samoin. O

51 X+ =S8=C(X)

Tarkastelemme kieltd X = {a, bb, aba, bab} esimerkkiné darellisestd kielesté, jolla
Xt =5 =C(X). Lauseen 5.1 perusteella selvistikin X = S, silld kielestd X ei
16ydy sanaa, jonka aito suffiksi sana bb olisi, eikd sanaa, joka olisi sanan bb aito
suffiksi.

Kielen sentralisaattori etsitddn kiintopistemetodilla. Sentralisaattori 16ytyy
jo kolmannella askeleella. Iteroinnin askelia X; vastaavat, Grail+:1lla lasketut,
minimoidut DFA:t voidaan esittdd seuraavanlaisina graafeina. Graafeissa auto-
maatin tilat on numeroitu alkaen alkutilasta 0 ja lopetustilat on merkitty ympy-
roimalld ne. Yhtasuuruus X3 = X+ saadaan laskemalla samoin Grail+:1la kielen

X minimoitu automaatti ja vertaamalla sitd kielen X3 automaattiin.

(D)——3

/—>0 4 a

NN
—_

X = {a,bb, aba, bab}
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X3 =X+ =5=c(X):

Automaatteja tarkastelemalla voidaan havaita, miten niihin muodostuu iteraa-

tion jossain vaiheessa kuvioita, jotka siilyvit seuraavissa askelissa, aina lopulli-
seen sentralisaattoriin saakka. Esimerkiksi jo kielen X, automaatissa oleva tilo-
jen 3,7,8,9,10,11 ja 12 muodostama kuvio siilyy seuraavissakin askelissa. Vain
tilojen numerot vaihtuvat. Kielen X; automaatissa niita tiloja vastaavat samas-

sa jarjestyksessi tilat 1,3,6,7,10,11 ja 13, kielen X, automaatissa tilat 1,3,6,5,9,8
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ja 11 seka lopulta kielen X3 automaatissa tilat 1,3,6,5,7,2 ja 4. Iteraation askelia
vastaavien automaattien tilaméarit yleensd kasvavat kun siirrytdin seuraavaan
askeleeseen. Tadméan voidaan ajatella johtuvan siitd, ettd uusien tilojen avulla
seuraava askel esittdd aina edellistd tarkempaa likiarvoa etsitystd sentralisaat-
torista lisdamalla tarkentavia sdantdji. Toisaalta, kun automaattiin muodostuu
useita keskenfdn vastaavanlaisia kuvioita, nididen vastintilat usein samaistuvat
ja tdma vahentdd automaatin tilojen madradi. Jos sentralisaattori saavutetaan
jollakin iteraation askeleella, t&lloin tilam&ara usein putoaa melko pieneen maé-

radn verrattuna edelliseen askeleeseen, kuten kivi téissd tapauksessa.

52 Xt cCS=C(X)

Adrellisen esimerkin 16ytiminen kieleksi X, jolla X+ C S, osoittautuu vaikeaksi.
Jos tdmaén tyyppisid direllisid kielid on olemassa, saattavat ne olla melko harvi-
naisia. Esimerkiksi valitsemme siis aakkoston ¥ = {a, b} dérettéméan rationaali-
sen kielen X = YaX*a+0X>*bX. Kun télle kielelle suoritetaan kiintopistemetodia,
16ydetaén sentralisaattori kolmella askeleella. Kuten taulukosta 1 kdy ilmi, kie-
lid X; vastaavien automaattien tilaméira ei viimeisessa askeleessa putoa, kuten

edellisessa esimerkissa.

lopput. tiloja siirtymié

X 5 13 25
Xo 3 5 9
X4 7 18 35
X5 9 22 43
X3 11 26 51
Xy 11 26 51
S 11 26 51

X+ 6 14 27

Taulukko 1: Kieltd X = YaX*a + bX*bX, kiintopistemetodin askelia seké kielid

S ja X vastaavien automaattien lopputilojen, tilojen ja siirtymien méérit.
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Etsitddn sentralisaattori kiintopistemetodilla. Ensimmaéiseksi etsitdin ite-
roinnin lahtokohta, eli kieli X, = Pref(X™) N Suf(X™). Tiedetdén, ettéd sisil-
tyminen X+ C X, on aina voimassa, joten muodostetaan kieli X, \ X . Kielen
X7 lyhimpien sanojen pituus on 3. Tétd lyhyemmisté sanoista kieleen Xy kuu-
luvat sanat a, b, aa, ba ja bb.

Pidemmét sanat voidaan jakaa alkukirjaimen mukaan kahteen joukkoon. Ol-
koon w € X, \ X . Oletetaan ensin, ettd w € aXX". Nyt w ¢ Pref(bXbX* X*),
koska sanan w ensimméinen kirjain on a. Siispd w € Pref(XaX*aX™*) ja siis
w € aaX". Toisaalta, koska w ¢ X, on oltava w € aaX*h. Symmetrisesti
nyt, koska w ¢ Suf(X*XaX*a), on oltava voimassa w € Suf(X*b¥X*bX). Niin
siis w € aaX*bb. Lisiksi, koska aaX*abX*bb C X2, on sanan w oltava kielesti
aab*a*bb, joka selvisti sisiltyy kokonaisuudessaan kieleen X\ X .

Jos taas oletetaan, ettd w € bXXT1, voidaan sanasta w paitelld seuraa-
vaa. Koska bX*bY C X1 nihdididn, ettd w € bX*aX. Edelleen, koska w ¢
Suf (X*b3*bY), on oltava w € Suf(X*XaX*a), joten w € bX*aa. Nyt, koska
baa+baX*aa C X T, on sanan w toisen kirjaimen oltava b, eli w € bbX*aa. Seuraa-
vaksi nahdaan, etta kielen bbX*aa sana kuuluu kieleen X tarkalleen silloin, jos
se kuuluu kieleen b3*b¥¥a*a, silla selvistikin sanan alkuosan on oltava muotoa
b3*bY ja loppuosan muotoa YaX>*a. Nyt etsimme kielen bb¥X*aa \ bX*bXXaX*a.
Tutkitaan sanojen bb ja aa vilissd olevaa osuutta 2* kolmen kirjaimen ryhmis-
sd. Alun bb:n jilkeen tulevan kolmen kirjaimen sanan on oltava jokin sanoista
aab, abb tai bab, silla bbX Y a>>*aa + bbbbbX*aa C b3*b¥YaX>*a. Vastaavasti sanan
aab jalkeen voi olla miké tahansa néistd kolmesta sanasta, sanan abb jéalkeen vain

abb ja sanan bab jilkeen vain sana bab. Toisinsanoen
w € bb(aab)*(abb)*(1+ ¥ + ¥*)aa + bb(aab)*(bab)*(1 + X + ¥?)aa.

Kéydaan naistd sanoista vield 1api kaikki eri mahdollisuudet. Kieleen X sisal-
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tyvistd kielistd on alleviivattu muotoa bX¥>a oleva osuus.

bb(aab)*(abb)*aa
bb(aab)* (abb)* Yaa
bb(aab)*Xaa
bb(aab)*(abb)* X Xaa
bb(aab) XX aa
bbYXXaa

bb(aab)* (bab)*aa
bb(aab)* (bab) T aaa
bb(aab)* (bab)*baa
bb(aab)* (bab) " ¥¥aa

Nain siis

bEE N (X \ XT) =

bb(aab)*(abb)*aa + bb(a
= bb(aab)*(abb)*aa + bb(aa

N 1NN Mo N Imn 1N 1IN

N

Xo\ X+
X+
Xo\ X+
X+
X+
X+
X+
X+
Xo\ X+
X+

ab)*Xaa + bb(aab)*(bab) " baa

b)*a(abb)*aa + bb(aab)*b(abb)*aa

ja iteroinnin lihtokohdaksi saatu kieli on kokonaisuudessaan

X():

Pref(X™*) N Suf(X™)

= X' +aab*a*bb
+bb(aab)*(abb)*aa

+bb(aab)*a

+bbb(abb)*aa
+a + b+ aa + ba + bb.

(abb)*aa

Iteroinnin askelet etenevit seuraavasti. Kielestd X poistuvat seuraavat sanat

annetuilla syilla siirryttidessa kieleen Xj.
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a a- bbb € XoX, mutta abbb ¢ X X,.

b aaa - b € X Xo, mutta aaab ¢ XoX.

aa babba - aa € X X, mutta babbaaa ¢ XoX.

bb bb - baaba € Xy X, mutta bbbaaba ¢ X X,.

aaa™bb aaa - aaa"bb € X Xy, mutta aaaaaa™bb ¢ XoX.
(n=>0)

aab™bb aab™bb - bbb € XX, mutta aab™bbbbb ¢ X X,.
(n>0)

ex
bb(abb)"aa  aabba - bb(abb)"aa € X Xy, mutta aab(bab)’ - (bab) baa ¢ XoX.
(n>0,i+j=n+1)
bb(aab)"aa bb(aab)"aa - baabb € X, X, mutta bba(aba)"abb ¢ X X,.
(n>0)

Kieleksi X; saadaan siis
X, = X" +aabTathb
+bb(aab) ™ (abb)Taa
+bb(aab)*a(abb)*aa
+bbb(abb)*aa
+ba.

Vastaavalla tavalla tavalla etsitdén sanat, jotka poistuvat kielestd X;, kun

siirrytdan seuraavassa iteraation askeleessa kieleen Xo.

ba ba - aaa € X1 X, mutta baaaa ¢ X X;.

bbb(abb)™aa aaa - bbb(abb)"aa € X X1, mutta aaabbb(abb)™aa ¢ X1 X.
(n=0)

bb(aab)"aaa bb(aab)"aaa - bbb € X1 X, mutta bb(aab)™aaabbb ¢ X X;.
(n=0)

bbaabb(abb)*aa  aaa - bbaabb(abb)"aa € X X1, mutta aaabbaabb(abb)™ ¢ X, X.
(n=0)

bb(aab)"aabbaa  bb(aab)™aabbaa-bbb € X; X, mutta bb(aab)aabbaabbb ¢ X X;.
(n=0)
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Naiin iteraation seuraava askel on kieli

Xy = X" 4 aabTathb
+bb(aab) ™ (abb) T aa
+bb(aab)*aabb(abb) aa.

Lopuksi siirryttiessa kielestd X5 kieleen X3, poistuvat loputkin sentralisaattoriin

kuulumattomat sanat.
aab™abb  aab"abb-aaa € X, X, mutta aab™bbaaa ¢ X X, silld vasempa-

na, kieleen X kuuluvana tekijané, olisi jokin a-loppuisista sa-
noista aab"a, aab™abba tai aab™abbaa, mutta niitd vastaavilla
oikeilla tekijoilla bbaaa, aa,a ¢ Xo.
(n = 0)

aab™aabb aab"aabb - aca € XX, mutta aab™aabbaaa ¢ X X, samoin
kuin edelld, silld abbaaa, bbaaa, aa,a ¢ X,.
(n = 0)

aababb bbb - aaba"bb € X X5, mutta bbbaaba™bb ¢ X2 X edelleen vas-
taavasti kuin edelld, silld nyt oikeana, kieleen X kuuluvana
tekijéna, olisi jokin b-alkuisista sanoista ba™bb, baaba™bb tai
bbaaba™bb, mutta niitd vastaavat vasemmat tekijat bbbaa, bb
ja b eivat kuulu kieleen Xo.
(n > 0)

aabba™bb bbb - aabba"bb € X X5, mutta bbbaabba"bb ¢ X, X tésmilleen
samoin perusteluin kuin muissakin kohdissa.

(n>0)
Nain kieleksi X3 muotoutuu kieli

X3 = X'+ aabbb*aaatbb
+bb(aab) ™ (abb) " aa
+bb(aab)taabb(abb) T aa.

Kiintopistemetodi pysidhtyy tahén kieleen, silld X X3 = X3X. Tadmén nikemi-

nen suoraan rationaalisesta lausekkeesta ei ole kuitenkaan itsestdanselvaa. Tama
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nihdiin kuitenkin esimerkiksi seurauksena siité, etta

XX; = X (X +aabbbTaaa™bb + bb(aab)* (abb)*aa + bb(aab) " aabb(abb)*aa)
= XXt
+XaX*a - aabbb aaa™ bb
+bX*bY - aabbb™ aaa™ bb
+YaX*a - bb(aab)™ (abb) T aa
XS - bb(aab)* (abb)*aa
+XaX*a - bb(aab)taabb(abb)*aa
+bX*bY: - bb(aab) T aabb(abb)*aa
= XX*
+XaX*aaa - bbb aaa™ bb
+bX*bXaabb - b aaa™ bb
+YaX*abbaa - b(aab)* (abb) T aa
LS DEDD - (aab)t (abb)*aa
+XaX*abbaa - b(aab)*aabb(abb)t aa
+bX*b30b - (aab)taabb(abb) T aa
c XX+
ja vastaavin perusteluin X3 X C X X . Talloin siis X3 C S. Koska kuitenkin aina
S C C(X) C X, on nyt oltava voimassa X3 = S = C(X). Liséksi selvistikin
X+ # X, silld esimerkiksi aabbbaaabb € X3\ X, joten XT C S = C(X).

5.3 Xt =5cC(C(X)

Eras hyvin yksinkertainen esimerkki adarellisesté kielestd, jolla X+ = S, mutta
sentralisaattori on jotakin muuta, on aakkoston > = {a} kieli X = {aa}. Koko
puoliryhmé ¥" = a* selvistikin kommutoi kielen X kanssa, joten se on kielen
X sentralisaattori. Kieli X+ = (aa)™ on kaikkien parillisenpituisten a-kirjainten
jonojen kieli. Koska parillisen ja parittoman luvun summa on pariton, sisiltaé

kieli S vain parillisen mittaisia sanoja. Siispd S = X . Néinsiis X T = S C C(X).
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Sanotaan, ettd kieli p(X) on kielen X juuri, jos X = p(X)™ jollakin luvulla n.
Jos kielen X ainoa juuri on X itse, sanotaan kieltd X primititviseksi. Talloin on
yleisemmin voimassa, ettd jos kieli X ei ole primitiivinen, kuten edelld olevassa

esimerkissé, on aina
X+ #C(X),
silld aina
p(X)" € C(X),

koska kieli p(X)" kommutoi luonnollisestikin kielen X = p(X)" kanssa.

Toiseksi esimerkiksi kielestd, jolla X* = S C C(X), valitsemme jo esimer-
kissé 3.7 mainitun kielen X = {a, ab, ba,bb}. Se, ettd S = Xt nahdain joko
lauseesta 5.1 taikka laskemalla molemmat kielet Grail+:lla ja vertaamalla niité.

Kielen X prefiksien ja suffiksien joukot ovat samat
Pref(X) = Suf(X) = {a, b, ab, ba, bb}.
Etsitdan kieli X,. Ensimma&iseksi teemme huomion

(22)+ = {aa,ab,ba,bb}™ C X C Pref(X™)
(2%)"E C X*S C X*Pref(X) = Pref(X™")

Niin siis X7 = (¥?)" 4+ (2%)*X C Pref(X™). Péinvastainen sisiltyminen
Pref(X™) C X% on itsestadnselviai. Vastaavasti nahdédén, ettd Suf(X ™) = 3T,
Naéin siis
Xo = Pref(XT)NSuf(X+) =%,
Sentralisaattori l0ydetadn seuraavasti. Viitetdén, ettd sentralisaattori on kie-
i Z =%\ {b}. Tdma kieli voidaan jakaa kahteen osaan sen mukaan, kummalla
kirjaimella sanat alkavat. Vastaavasti jako voidaan tehd& viimeisen kirjaimen

mukaan. Siis

Z =¥\ {b} = aX* + b2t = S*a + 2.

Nyt Z kommutoi kielen X kanssa, silla
ZX =a¥* X 405" X =a - TX +02- X = (a + X)X C X7
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ja

X7 =XYa+XYTb=XY"" a+ X2 Yb=XY*(a+Xb) C ZX.
Sentralisaattori ei ole koko X, = 2T, silld sana b ei kuulu sentralisaattoriin,
koska ba € XX, mutta ba ¢ X Xo. Siispd C(X) = Z = X1\ {b}. Erityisesti

X+ 4 C(X), silla esimerkiksi bbb € C(X), mutta bbb ¢ X .
Kielelld X siis

Xt =5ccCX).

Lisdksi C,(X) # C+(X) U {1}, silld myds b € C.(X) ja siis C.(X) = X*.

O

0
N
2
a,b

a,b

X = {a, ab, ba, bb} 2 Xt =g

a,b
— 2D —

Xo=1x+ C(X)=X, =x+

<

{o} 2

_—

Kuva 1: Minimoidut automaatit kielille X ja X seki kiintopistemetodin aske-
lille X, ja X; = C(X).
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54 Xt CScl(X)

Kasitellddn vield esimerkki, jossa kielelld X ovat voimassa aidot sisdltymiset
X+ C S CC(X). Valitaan

X =aXtb+bX"a.
Nyt
Xo =Pref(XT)NSuf(X) = (aXF + =) N (Zfa +TD) =T Nt =3+,

Grail+ antaa kielen X; tunnistavana DFA:na kuvan 2 automaatin. Automaatin

10

Kuva 2: Grail+:1la laskettu kielen X; tunnistava automaatti.

antama kieli voidaan helpohkosti esittdé rationaalisena lausekkeena

X, = aaa*b+ aaa*bbX* + aaa*baX ™ + aba*bX*
+ bbb a + bbb*aaX* + bbb*abx " + bab*aX*. 9)

Sama kieli voidaan esittdd myoskin komplementtinsa avulla muodossa

X, =3\ (a" +b" + aba* + bab* + aatba + bbTab). (10)
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Tamékin ndhdaan melko helposti samasta automaatista. Kieli X; saadaan kiin-

topistemetodin vilivaiheena, koska

ataabN XX, =

bt -bbanN XX, =
aba® -aabN XXy =
bab* - bba N XX, =
baa - aatba N Xo X =
abb - bbtabN Xo X =

IS ERSSEERSS RS N

Nain siis
at + bt +aba* + bab* + aatbha + bbTab C X_I(XXOAXOX) U (XOXAXXO)X_I.

Téasté ei tietenkddn niahda, ovatko ndmé kaikki kielestd X poistettavat sanat,
mutta koska sentralisaattori saavutetaan jo seuraavalla askeleella, emme tutki
tata vaihetta tarkemmin.

Seuraavana vilivaiheena Grail+ antaa kuvan 3 mukaisen automaatin.

Rationaalisena lausekkeena kieli X, voidaan ilmaista muodossa

Kuva 3: Grail+:1la laskettu kielen X, tunnistava automaatti.

Xy = aXa*b+ aXa*baXt + aXa*bby*
+ bXb*a + bXb*abE T + bXb*aaX*. (11)

Myos tama kieli voidaan esittdd melko yksinkertaisesti komplementtinsa avulla,

jolloin kiiy paremmin ilmi, mitki osuudet kielestd X; poistetaan iteraation téssa

39



askeleessa.

Xy = YT\ (a" +b" +aba* + bab* + aa"ba + bbTab + aba*ba + bab*ab)
= Xi\ (aba*ba + bab*ab). (12)

Perusteluksi kielten aba*ba ja bab*ab poistamiselle kielestd X riittda ndhda, etta

aba*ba -baa N XX, =  ja
bab*ab-abbN XX, = 0.

Nama pitdvat molemmat paikkansa, silla jos kielistd aba*babaa ja bab*ababb ero-
tetaan vasemmalta puolelta kieleen X kuuluvat osuudet aba*b ja bab*a, kuulu-
vat jaljelle jaavat osuudet abaa ja babb kielen X; komplementtiin, kuten kiy ilmi
kaavasta (10).

Néin saavutettu kieli X5 on sentralisaattori C(X), koska X Xy = X5 X. Tama
voidaan varmistaa laskemalla Xy X auki kiyttamalla kielen X méaritelmia ja

kielelle X, saatua lauseketta (11). Néin saadun lausekkeen
XoX = aXa*b-aXTb+aXa*b-bXta + aXa baXT - aXTh + aXa*baXt - b Ta

+ aXa*bbZ* - aXTh + aXa*bbX* - bETa + bXb*a - aXTh + bXb*a - bX T a

+ bYb*abX T - aXth + bbb aby T - X Ta + bXb aaX* - aXTh + bXb*aaX* - bXta
kunkin termin voidaan osoittaa sisiltyvian kieleen X X,. Suurin osa termeisté,
esimerkiksi aXa*b-aX b, sisiltyy selvisti kieleen X X C X X,. Toisaalta esimer-
kiksi aXa*bbX* - aXTh C X Xy, silld aXa*bb - aX b C X X ja aXa*b-bXtaX b C

X X5, koska kaavan (12) mukaan bX"aXTbN (X7 \ X3) = 0. Ndin Xo X C X Xo.
Vastaavasti, koska X = X ja X, = X%, saadaan

XXy = (XPXT)R = (X,X)7 € (XX0)" = XFXT = XX,

Lopulta siséltymiset X+ C S C C(X) saadaan valitsemalla sopivat esimerk-

kisanat. Esimerkiksi

abbbaX = abbba - aXTbh + abbba - b a = abbb - aaX b + abb - babXTa C X X T
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ja
Xabbba = aXtbh - abbba + bX " a - abbba = aX T bab - bba + bXtaa - bbba C XX,

joten abbba € S, mutta selvistikin abbba ¢ X . Toisaalta abbaa € C(X), koska

kuvan 3 automaatti tunnistaa timén sanan, mutta abbaa ¢ S, silld esimerkiksi

abbaa - baa ¢ XX ™.

41



6 Sentralisaattori raja-arvona

Seuraavaksi esitellidn ja analysoidaan erds esimerkki tapauksesta, jossa kiin-
topistemetodi johtaa pysdhtyméattoméadn laskentaa. Sentralisaattori saadaan siis
vain menetelmén raja-arvona. Esimerkki on erityisen mielenkiintoinen siksi, etté
se osoittaa, ettd metodi voi johtaa pysiahtyméattomaéin laskentaa, vaikka annettu
kieli X on &dérellinen. Esimerkin kielessd on vain viisi sanaa. Toinen mielenkiintoi-
nen huomio tapauksesta on, ettd vaikka kiitopistemetodi ei onnistuu tuottamaan
ratkaisua &dérelliselld askelméaralld, on kielen sentralisaattori lopulta kuitenkin

yksinkertaisesti vain X .

6.1 Tapauksen esittely

Téssé tapauksessa tarkasteltavana kielend on aakkoston ¥ = {a,b} dérellinen
kieli X = {a, bb, aba, bab, bbb}.

Jos tarkastellaan kysymystd, onko C(X) = X, voidaan yrittdd soveltaa
kappaleen 4 lopussa esiteltyd kahta menetelmii. Ensin vertaillaan kielia X ja
S. Jos nama kielet poikkeavat toisistaan, on vélttaméatta C(X) # X . Kuitenkin,
jos kieli S lasketaan tietokoneella, kiyttden lauseen 3.8 kaavaa, ndhdéén, etta
S = X™T. Sama tulos saadaan kiyttdméilla lausetta 5.1, silla sana bab ei ole
minkdin muun kielen X sanan aito suffiksi, eiki toisaalta mikdan sanan bab aito
suffiksi kuulu kieleen X. Tésté tarkastelusta ei siis ole suurta apua tdmén kielen
yhteydessa.

Toisena keinona voidaan tutkia kielen X haaroittumispisteitd ja néista eri-
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Kuva 4: Kielet X ja X tunnistavat dérelliset automaatit

tyisesti kriittisia pisteitd. Lauseen 4.3 mukaan, jos dérellisen kielen X kriittis-
ten pisteiden joukko C' on tyhji, on kielen sentralisaattori C(X) = X*. Tés-
si tarkasteltavan kielen X kriittisten pisteiden joukko on kuitenkin epétyh-
ja. Esimerkiksi sana b on kielen X haaroittumispiste, silld b € Pref(X™) ja
bPref;(X) = {ba,bb} C Pref(X™). Sana b on lisdksi kriittinen, silld b ¢ X .
Néin ollen C' # (). Siispa kriittisten pisteiden tutkiminen ei paljasta, etté
C(X)=X".

Jos kielen X sentralisaattoria ldhdetddn etsiméin kiintopistemetodilla, huo-
mataan hyvin pian, ettd iterointi ei ndyta tuottavan tulosta, vaan kielid X; esit-
tdvien minimoitujen determinististen darellisten automaattien tilamaéra kasvaa
tietylld nopeudella ja tietyn kuvion mukaisesti. Kieli osoittautuu siis nailla me-

netelmilld varsin hankalasti kasiteltavaksi.

6.2 Kiintopistemetodi Grail+:lla

Muodostetaan Grail+4-:1la kieltd X edustava automaatti sekid suoritetaan sille

kiintopistemetodia usean iteraation verran. Tarkastellaan iteraatioaskelina saa-
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tuja minimoituja automaatteja ja tehdidin havaintoja niistd l0ytyvistd sddn-
nollisyyksista. Iteroinnin ldhtokohdaksi saadaan kuvan 5 mukaisen automaatin

esittama kieli X. O

(3) 6
(D)

D

Kuva 5: Iteraation aloituskielen X, tunnistava automaatti.

Kielelle X kiintopistemetodilla laskettuja iteraatioaskelia vastaavien auto-
maattien tilamé&arid, lopputilojen méaéria ja siirtymien méaria on luetteloitu tau-
lukossa 2. Niistd luvuista ndhdéin, ettd jo muutaman iteraatioaskeleen jilkeen
automaattien kasvu vakiintuu. Kussakin askeleessa tilojen méara lisddntyy kuu-
della, lopputilojen kolmella seké siirtymien méaira yhdellatoista.

Jos piirramme kahta perakkaisti iteraatioaskelta vastaavat automaatit, voim-
me ndhdé, minkilaisen siannollisyyden mukaan automaatit kasvavat. Kuvista 6
ja 7 huomaamme, miten kielid X5 ja Xg esittavit automaatit koostuvat kahdes-
ta sarjasta kolmen tilan ryppdita. Kielen X5 automaatissa tilat 2,4,6,8-18 seki
20 kuuluvat toiseen sarjaan ja tilat 1,3,5,19 sekd 21-28 kuuluvat toiseen. Kun
siirrytdan kieltd X esittdvaan automaattiin, huomattaan, ettd molemmat sar-
jat ovat pidentyneet yhdelld kolmen tilan ryppéailld. Yhteensd uusia tiloja on
siis kuusi kappaletta, joista lopputiloja kolme. Uusia siirtymié on 11 kappaletta.
Jokaisella iteraatioaskeleella vastaavat automaatit kasvavat saman sdannon mu-
kaisesti. Iteraation ldhestyessé daretontd, molemmat sarjat kasvavat darettoméan
pituiseksi. T&lloin samantyyppisten ryppéiden vastintilat voidaan samaistaa ja

tuloksena saadaan kielen X' tunnistava automaatti.
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lopput. tiloja siirtymié lopput. tiloja siirtymié
Xo 6 8 15 || X 60 121 222
X1 5 9 17 || Xo1 63 127 233
X5 6 13 24 || Xoo 66 133 244
X3 9 19 35 || Xos 69 139 255
Xy 12 25 46 || Xoy 72 145 266
X5 15 31 57 || Xos 75 151 277
X 18 37 68 || Xog 78 157 288
X7 21 43 79 || Xor 81 163 299
Xs 24 49 90 || Xog 84 169 310
Xy 27 55 101 || Xog 87 175 321
X10 30 61 112 || X3 90 181 332
X11 33 67 123 || X531 93 187 343
X12 36 73 134 || X9 96 193 354
X3 39 79 145 || X3 99 199 365
X4 42 85 156 || X34 102 205 376
X1 45 91 167 || X35 105 211 387
X16 48 97 178 || X6 108 217 398
X7 o1 103 189 || X37 111 223 409
Xig 54 109 200 || X3 114 229 420
X9 o7 115 211 || X3 117 235 431

Taulukko 2: Kielen X ensimmaisié iteraatioaskelia vastaavien minimoitujen de-
terminististen automaattien tilaméaarat, lopputilojen maéarait ja siirtymien méaa-

rat.
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(20) (16) (18) (10
18 /15 /12 /9 /4
t/ v/ v/ 1/
17 14 11 8 2

Kuva 7: Kieltd X¢ edustava automaatti.
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6.3 Sentralisaattori

Todistetaan seuraavaksi vdite C(X) = X7 formaalisti. Esitetdén kielet to-
distuksessa rationaalisilla lausekkeilla. Suoritetaan kielelle X edelleen kiinto-
pistemetodia, mutta jotta sentralisaattori saadaan laskettua, korvataan kui-
tenkin yksittiiset iteraatioaskeleet induktiolla, joka suorittaa ne kaikki ker-

ralla. Aloitetaan laskenta méarittdmélla ensin iteroinnin ldhtokohta, eli kieli
Xo = Pref(X™) N Suf(X™).

Lause 6.1. Iteroinnin aloituskieli Xy voidaan ilmaista muodossa
Xo = X + (bab)*b(bab)* + (bab)*ab(bab)* + (bab)*ba(bab)*.
Todistus. Merkitddn
e Y] = (bab)*b(bab)*,
o Y5 = (bab)*ab(bab)* ja
o Y3 = (bab)*ba(bab)*.

Nyt siséltyminen
XT+Y1+Y,+Y35 C X
nahddan helposti. Luonnollisestikin X C X, silla X T siséltyy seki prefiksiinsa,
ettd suffiksiinsa. Sisdltyminen Y; C X, saadaan huomaamalla, etta
(bab)*b(bab)*
(bab)*b(bab)*

b(abb)*(bab)* C Suf(X)X* =Suf(X") ja  (13)
(bab)*(bba)*b C X* Pref(X) = Pref(X ™), (14)

eli siis Y7 C Pref(X™) N Suf(X™) = X,. Samalla huomataan, etti
(bab)*b(bab)* N X+ = 0,

silld kielen (bab)*b(bab)* sanat voidaan esittdd muodossa X* Pref(X) vain kaa-
van (14) mukaisella tavalla, jolloin sanan loppuun jidva b kuuluu kieleen
Pref(X), muttei kieleen X. Samoin yht&l6ista

(bab)*ab(bab)* = ab(bab)* + ba(bba)*(bab)* = (bab)*(a bb)*ab
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ja
(bab)*ba(bab)* = ba(bba)*(bab)* = (bab)*ba + (bab)™ (a bb)*ab
niahdain, ettd Y5, Y3 C X, sekd YoN Xt =YsN X+ = ().
Seuraavaksi todistetaan siséltyminen toiseen suuntaan. Koska Pref(X) =
Suf(X) = {a, b, ab, ba, bb, aba, bab, bbb} = X + {b, ab,ba}, on

Xo= X"+ ({b,ab,ba} X* N X*{b,ab,ba}) .

Kieli X sisdltyy selvisti viitteen oikeaan puoleen X + Y; + Y, + Y3, joten
tarkastellaan muotoa {b, ab,ba}X* olevia sanoja. Ensinnékin {b, ab,ba} € Y| +
Y5 + V3. Seuraavaksi tarkastelemme sanoja wvw, joissa u € {b,ab,ba}, v € X
sekd w € X* ja tutkimme, mitd muotoa olevat sanat uvw kuuluvat joko kieleen
X7 taikka kieleen Xt{b,ab,ba}. Jos u = ab, paddymme sanan v eri arvoilla

seuraavanlaiseen tarkasteluun:

e v=qag — ww=ab-a-w=aba-we X",

v=>0b — www=uab-bb-w=a-bbb-we X,

e v=aba — wvw=ab-aba-w=a-bab-a-we X",
e v=bab = wvw = ab-bab-w = (abb)abw,

e v=0bb = wvw=ab-bbb-w=a-bb-bb-we XT.

Néistd tapauksista siis vain v = bab vaatii tarkempaa tarkastelua. Tarkastelu
on kuitenkin helppo, silld sanan loppuosa abw on edelleen alkuperiistd muotoa
abX*. Sanasta w voidaan siis purkaa kieleen X kuuluvia vasempia tekijoité,

kunnes sana loppuu. Rekursiivisesti ndhdian, etta
abX* N X*{b,ab,ba} C X' + ab(bab)* C Xt + Ya.

Tutkitaan vastaavalla tavalla tilanne v = ba.

Jos u = ba, niin

e v=0a — wvw =ba-a-w,
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o v=>0bb = wvw = ba-bb-w = (bab)bw,

e v=aba = wvw = ba - aba - w,

e v=bab = wvw = ba - bab-w = (bab)abw,

o v=">0bb = wvw =ba-bbb-w =bab-bb-w e X*.

Néistd ndhdddn, ettd koska b, ba,baa ¢ X, ei sanaksi v ei kelpaa kumpikaan
sanoista a tai aba. Talloinhén sana uvw ei kuuluisi kieleen X *{b, ab, ba}. Lisdksi
tilanne on triviaali, jos v = bbb, jolloin uwvw € X . Lisdtarkastelua vaativat siis
tilanteet v = bb, ja v = bab. Niista jalkimmaéinen johtaa edellisen tarkastelun

kaltaiseen tilanteeseen, jossa sanan loppu abw € abX*. Talloin siis
(ba)babX* N X*{b,ab,ba} C X + (bab)ab(bab)* C Xt + Y.

Muotoa ba - bbX™* olevien sanojen kohtalo ratkeaa seuraavan tarkastelun myo6ta.

Jos u = b, niin

e v=0a — ww=>b-a-w=ba-w,

e v=0b0 = wvw=>b-bb-w=>0bbb-we XT,

e v=aba — ww=>b-aba-w=>"bab-a-we X,
e v="bab = wvw ="0-bab-w = (bba) - b - w,

e v="0bbb = wvw="b-bbb-w="bb-bb-we XT.

Néin siis tapauksissa v = a ja v = bab vaaditaan lisdtarkastelua, silld muissa
tapauksissa sana vvw kuuluu selvésti kieleen X+ +Y] + Y, + Y3, Jos v = bab, on
sanan loppu edelleen alkuperiistd muotoa b.X*, joten tdméa kohta koskee muotoa

bX* olevien sanojen lisiksi kaikkia muotoa (bba)*bX™* oleva sanoja. Nyt
(bba)*b = b(bab)* C (bab)*b(bab)* = Vi

ja
b(bab)* - a = (bba)*ba = ba + (bba)*bb - aba C Yo + X +.
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Myoskin b(bab) Taw = (bba)Tbaw = (bba)*bbabaw C X7, joten lisdd tutkittavia
sanoja loytyy vain sanoista baw. Edelld olevan mukaisesti téllaiset sanat voivat
olla vain muotoa ba babX* = (bab)abX* tai muotoa ba bbX* = (bab)bX*. Naista
edellinen johti viistaméatta kielen X+ + (bab)ab(bab)* sanaan. Jikimmaiinen taas

johtaa rekursiivisesti sanaan, joka kuuluu johonkin kielistd X, (bab)*b(bab)*
tai (bab)™ (bab)ab(bab)*. Niin siis
bX* N X*{b,ab,ba} C XT +Y, + Y, + Y3,
joten myos sisdltyminen
Xo= X"+ ({b,ab,ba}X* N X*{b,ab,ba}) C Xt +Y, + Y5+ V3

on voimassa. 0

Systemaattisempi tapa etsid kieli X olisi kielien manipulointi automaat-
teina. Kielten esittidminen automaattien avulla, prefiksin, suffiksin, unionien ja
leikkauksen suorittaminen seké tulosten minimointi ja lopulta vertailu késin teh-
tynd on kuitenkin varsin tyolasta ja virhealtista. Edella esitetty saadaan lasket-
tua helposti antamalla tietokoneen laskea sekd, X, ettd X* + Y], + Y, + Y5 ja
tarkistamalla, ettd nidmé ovat samat.

Seuraavaksi todistetaan, lauseen 6.1 merkinnéin, etté kielet Y7, Y5 ja Y3 eivét

sisilly sentralisaattoriin C(X), jolloin kaavasta
XTCCX)CX T+ +Y2+Ys
nihdéin, ettad C(X) = X .
Lemma 6.2. Sanat b, ab ja ba eiwdt kuulu sentralisaattoriin C(X).
Todistus. Ensinndkin viite b ¢ C(X) ndhddén seuraavasti. Selvésti
b € (bab)*b(bab)* =Y, C Xy

ja a € X, joten ab € X Xy. Kuitenkin ab ¢ XX, ja siis b ¢ C(X).
Samoin ab € (bab)*ab(bab)* =Y, C Xy, a € X ja aab € X Xy, mutta aab ¢ Xy X.
Kolmantena vield ba € (bab)*ba(bab)* = Y C Xy, a € X ja baa € Xy X, mutta
baa ¢ X X.

Siispé b, ab, ba ¢ C(X). O
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Lemma 6.3. Seuraavat identiteetit ovat voimassa:
ab(bab)* N C(X) = ba(bab)* N C(X) = b(bab)* NC(X) = 0.

Todistus. Valitaan kielesté ab(bab)* mielivaltainen sana ab(bab)® (k > 1) ja ka-
tenoidaan tém#n alkuun kielen X sana a. Niin saatu sana a - ab(bab)* kuuluu
kieleen X X,. Lopusta ldhtien voidaan sanasta erottaa kieleen X kuuluvana te-
kijind vain sana bab. Kuitenkin sana a(abb)* 'ab-bab ei kuulu kieleen XX, silld
selvasti

alabb)*tab ¢ Xo= X"+ Y, + Y, + V5.
Siis ab(bab)* ¢ C(X), kun k > 0, eli ab(bab)* NC(X) = 0.

Seuraavaksi valitaan mielivaltainen kielen ba(bab)* sana ba(bab)¥, jossa k > 1.
Nyt ba(bab)k - bab € X, X, mutta ba(bab)*(bab) = bab - ab(bab)* ¢ XC(X), silld
edelld olleen mukaan ab(bab)* ¢ C(X). Nyt siis ba(bab)* ¢ C(X), kun k > 0 ja
edelleen ba(bab)* N C(X) = 0.

Aivan samoin, kun b(bab)* (k > 1) on mielivaltainen kielen b(bab)* sana,
nihdiin, ettd a - b(bab)* € X X,, mutta ab(bab)t~! - bab ¢ C(X)X. Néin siis
b(bab)* ¢ C(X) (k > 0) ja b(bab)* NC(X) = 0. O

Seuraavassa vaiheessa kiytdmme induktiota.
Lemma 6.4. Yhtdlot
(bab)*b(bab)* NC(X) =

(bab)*ab(bab)* NC(X) =
(bab)*ba(bab)* NC(X) =

IS SSRGS
o
S

ovat vormassa.

Todistus. Todistus menee samoin jokaisella kolmesta kielestd. Merkitddn v €
{b,ab,ba} ja tutkitaan kieltid (bab)*v(bab)*. Osoitamme, ettd kaikilla kokonais-
luvuilla n,i > 0 on voimassa (bab)"v(bab)’ ¢ C(X). Kun n = 0 on kaikilla

kokonaisluvuilla ¢ > 0 viite v(bab)’ ¢ C(X) voimassa.
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Oletetaan nyt, etté kaikilla kokonaisluvuilla ¢ > 0 véite (bab)™v(bab)" ¢ C(X)

pétee aina, kun n < k jollain kokonaisluvulla k. Jos n = k + 1, ndemme, etti
(bab)" v (bab)’ - (bab) € XX,

mutta
(bab) - (bab)*v(bab)™* ¢ XC(X),
silld induktio-oletuksen mukaan (bab)*v(bab)™*! ¢ C(X).
Siispé (bab)*v(bab)i ¢ C(X), joten

ViNC(X)=Y,NC(X)=Y;NC(X) = 0.

]
Lause 6.5. Kielen X = {a, bb, aba, bab, bbb} sentralisaattori on
C(X) = X+,
Todistus. Lauseen viite on suora seuraus edeltdvistd lemmoista, silld
C(X)=XoNC(X)=(XT+Y1+Yo+Y3)NC(X)= X",
]

Seuraus 6.6. Kielen Y = {a, bb, aba, abb, bab, bba, bbb} sentralisaattori on myos-
kin

CY)=C(X)=X".
Todistus. Kielten Y ja X generoimat puoliryhmét ovat samat, eli Y+ = X7,
silla X C Y C X*. Liséksi lauseen 3.5 nojalla C(Y) = C(YT) = C(XT) =
C(X)=X". O

6.4 Analysointi

Tarkastellaan, miten kiintopistemetodin suoritus etenee edelld olevalla kielell&

X ja mietitddn, miksi metodi paityy pysahtymattoméan iterointiin.
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Vaikka tutkittu kieli X on #érellinen ja sen sentralisaattori on niinkin yksin-
kertainen kuin X, ei sitd saatu laskettua kiintopistemetodilla darelliselld ite-
raatiokertojen maaralla. Syyna kiintopistemetodin huonoon menestykseen tés-
sd tapauksessa voidaan pitdd sen kyvyttomyyttd induktioon. Jos esimerkiksi
kaikki kielen (bab)*ab(bab)* sanat kirjoitetaan alareunasta darettomiin jatkuvan
kolmion muotoon, kuten kuvassa 8, voidaan kiintopistemetodin etenemisti ha-

vainnollistaa seuraavasti. Kun ensimmaéisessd askeleessa siirrytddn kielesta X

ab
ab(bab) (bab)ab
ab(bab)? (bab)ab(bab) (bab)2ab
ab(bab)® (bab)ab(bab)®>  (bab)2ab(bab) (bab)3ab
ab(bab)* (bab)ab(bab)®  (bab)2ab(bab)®>  (bab)3ab(bab) (bab)*ab

Kuva 8: Kieli (bab)*ab(bab)* kolmion muotoon kirjoitettuna.

kieleen X, karsitaan kolmion esittdmasta joukosta pois, lemman 6.3 mukaisesti,
kieli ab(bab)*. Kolmiosta poistuu siis vasemmanpuoleinen pintakerros kuvan 9
vasemmanpuoleisimman kuvion tavoin. Seuraavat iteraation askeleet pyyhkivét
samoin kukin vuorollaan jéljelld olevasta kolmiosta pintakerroksia, kuten lem-
man 6.4 induktiotodistuksessa. Koska kolmio on alareunastaan déreton, iteraatio
ei padty darelliselld askelméarilld, vaan jatkuu loputtomiin. Laskenta etenee vas-
taavasti myos kielilld (bab)*ba(bab)* ja (bab)*b(bab)*, kuten on havainnollistettu
kuvissa 10 ja 11. Osa niistd pintakerroksista on kolmioille yhteisié, esimerkiksi
(bab)ab(bab)* = ba(bab)™.

Kiintopistemetodia voidaan koettaa nopeuttaa valitsemalla iteroinnin aloi-
tuskieleksi X jonkin kieltd Pref(X ™) NSuf(X ') suppeamman, sentralisaattorin

sisaltdvin, kielen. Voimme esimerkiksi merkita

B, = {w € Pref(X")wPref;(X) C Pref(X*)} = B
B, = {w e Suf(X™")|Suf(X)w C Suf(X™)},
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-X0—>X1- . . X1—>X2

Kuva 9: Kielen (bab)*ab(bab)* osien poistuminen iteraation edetessa.

Kuva 10: Kielen (bab)*ba(bab)* osien poistuminen iteraation edetessé.

Kuva 11: Kielen (bab)*b(bab)* osien poistuminen iteraation edetessi.
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jolloin B, on siis haaroittumispisteiden joukko ja B, vastaava suffiksien avulla

muodostettu joukko. Nyt voimme valita
Xo=B,N DBs,

silld lauseen 4.3 todistuksen perusteella C(X) C B = B, ja vastaavasti
C(X) C Bs. Kuitenkin esimerkiksi edelld tarkastellun kielen X kohdalla t&lla

aloituskielen vaihdoksella ei ole suurta merkitysta, silld
(Pref(X ™) NSuf(X™)) \ (B, N B,) = ab(bab)* + (bab)*ba,

joka poistetaan muutenkin jo askeleen Xy — X; yhteydessi.
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6.5 Muita esimerkkeja

On olemassa myo6skin rationaalisia kielid, joilla kiintopistemetodi ei pysdhdy ja
joilla sentralisaattori ei ole X ™. Eras tallainen kieli on X = aX*b + bX*ba, silla
laskemalla kielet X ja S ndhdaén, ettd X # S, joten X C C(X). Télle kielel-
le Grail+:lla suoritetun kiintopistemetodin eri vaiheiden automaattien tilamé&a-

rid on lueteltu taulukossa 3. Taulukosta kiy ilmi, etti kielestd X; lahtien kullakin

lopputil. tiloja siirtymié lopputil. tiloja siirtymié
X 2 7 14 || Xi9 49 107 214
Xo 2 4 8 || Xi3 53 115 230
X1 4 15 30 || X4 57 123 246
X5 6 16 32 || X5 61 131 262
X3 9 24 48 || X6 65 139 278
X4 13 33 66 || Xi7 69 147 294
X5 18 44 88 || Xis 73 155 310
Xs 23 53 106 || X9 77 163 326
X7 29 67 134 || Xg 81 171 342
Xs 33 75 150 || Xo1 85 179 358
Xy 37 83 166 || X 4 12 24
X1 41 91 182 || S 8 24 48
X1 45 99 198 || Z 10 28 56

Taulukko 3: Kieleen X = aX b+ bX*ba liittyvii kielid vastaavien automaattien

tila- ja siirtymamaérii.

askeleella vastaavan automaatin tilaméird kasvaa kahdeksalla. Tarkastelemalla
automaatteja tarkemmin huomataan, ettd ne siilyttivit muuten saman raken-
teen, mutta jotkin osat automaatista laajenevat tietyn sidnnon mukaisesti. Ku-
vassa 12 esitetddn kielen X;; ratkaisevat osat padpiirteissiin. Automaatissa on
kaksi erillistd "ketjua”, jotka molemmat kasvavat neljin tilan jaksoissa. Jokaisella
iteraation askeleella kumpaankin ketjuun tulee nelji jakson mukaista tilaa lisié.

Vain ketjujen viimeiset tilat poikkeavat hieman muun osan kaavasta. Iteraa-
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tion edetessi ketjun pait siirtyvit yha kauemmas ja kauemmas. Talloin kahden
perikkiisen kielen erotukseen kuuluvat sanat ovat yhi pidempié ja pidempié.
Kun iteroinnin askelten méara lihenee daretonté, lahenee ketjujen pituus dire-
tonta ja ketjut voidaan korvata silmukalla. Néin voidaan esimerkiksi kieltd X
vastaavassa automaatissa siirtymaé 98 %, 13 korvata siirtymalla 98 .05 ja
siirtymé 93 - 13 korvata siirtymaélla 93 L, 87 sekii lopuksi minimoida saatu
automaatti. Kiytetdan merkintdd 7 tdmin automaatin tunnistamasta kieles-
td. Tdmén automaatin tilojen ja siirtymien médrit ovat mydskin taulukossa 3.
Kielen Z rationaalinen lauseke on ilmeisestikin jonkin verran monimutkaisem-
pi, kuin esimerkiksi kielen Xt lauseke. Sen selvittiminen on automaatin tila- ja
siirtymamadrin vuoksi kuitenkin melko tyolds tehtavd. Oletettavasti kuitenkin

Z = C(X). Grail+ vahvistaa ainakin, etti
XtcScz
ja ettd Z kommutoi kielen X kanssa, joten varmasti

Xt cSczcex).

Kaikilla kiintopistemetodissa pysdhtyméattoméaén iteraation johtavilla kielilla
jaksollisuus ei ole niin selvisti nahtavissd. Esimerkiksi kielelld X = YaX*aX +
YbX*bY iteraation askelten tilaméadrdt kasvavat kaksivaiheisesti. Joka toisella
askeleella tilaméara lisddntyy kahdellatoista ja joka toisella lisdys on kahdeksan-
toista tilaa.

Adrellisells kielelld X = {a, bb, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bb} taas tilamairin
kasvu ei ndytd vakiintuvan, ainakaan viidellikymmenelld ensimmaiselld iteraa-
tioaskeleella. Liséksi joka toisella askeleella tilamé&éra kasvaa ja joka toisella vihe-
nee. Lisdéntyvien tilojen maarad kavaa vahitellen ja vihenevien tilojen maéra on
aina noin puolet seuraavasta lisdyksestd. Automaatteina tarkasteltuna nahd&én,
ettd askelia vastaaviin automaatteihin muodostuu kuitenkin selkedd sainnon-
mukaisuutta, joka kiintopistemetodin edetessé vakiintuu edelld olevan esimerkin

kaltaiseksi yha pidemmiksi ketjuksi. (Kuva 13)
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Kuva 12: Kieli X;; padpiirteissdin.

Verrataan edelld olevasta kielen X = aX*bh + bX*ba kiintopistemetodin suo-

rituksesta saatua kielid X; vastaavien automaattien jonoa desimaalilukujen
0,12345;0,123412345;0,1234123412345; 0, 12341234123412345 . ..

muodostamaan jonoon, joka ldhestyy lukua 0,123412341234... = %. Jokai-
sessa askeleessa jaksolliseen osuuteen tulee yksi jakso lisdé ja kaikki muu pysyy
muuttumattomana. Nyt kielen X = {a, bb, aab, aba, abb, baa, bab, bba,bb} sentra-

lisaattoria etsittdessi saatavaa automaattien jonoa voidaan verrata lukujonoon
0,12798; 0, 1218798098; 0, 12127098; 0, 12121978068798; 0, 121212707698 . . .,

joka ldhenee lukua 0,121212... = %. Lukujonossa jaksollinen osuus kasvaa kah-
den askeleen vilein, mutta lisiksi lukujen loppuun kerddntyy kasvava maira

jaksotonta materiaalia, joka ei kuitenkaan vaikuta jonon raja-arvoon.
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Kuva 13: Kieli X = {a, bb, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb} / Iteraatio X2
59



7 Johtopaatoksia

Tehddidn muutamia huomioita ja paételmid kiintopistemetodin toiminnasta ja
pohditaan, miten voitaisiin tunnistaa, kuuluuko annettu sana kielen X sentrali-
saattoriin.

Muodostavatko kiintopistemetodilla saatujen peridkkiisten kielten erotusten
X; \ X,.1 lyhimpien sanojen w; pituudet |w;| monotonisesti kasvavan jonon?
Talléin voitaisiin laskea kiintopistemetodilla n iteraatiota ja olla varmoja, etta
kaikki kielen X, sanat, joiden pituus on pienempi kuin n, kuuluvat sentralisaat-
toriin. Niin saataisiin tuloksena, ettd rationaalisen kielen sentralisaattori olisi
aina rekursiivinen. Esimerkiksi kappaleen 6 kielen X = {a, bb, aba, bab, bbb} koh-
dalla tdmé& pitdd paikkansa. Kuitenkin esimerkiksi mychemmin kappaleessa 6
kisitelty esimerkki X = aX*b + bX*ba on erés kieli, jolla edelld olevan merkin-
nin mukaisesti |wy| > |ws|. Oletettavasti téllakin kielelld lukujen |w;| jono on
jatkossa monotonisesti kasvava, kielid X, vastaaviin automaatteihin ilmestyvin
toistuva jakson ansiosta.

Sen sijaan X = ¥* — a* + a + bb on kieli, jolle suoritettu kiintopistemetodi
el ainakaan ensimmaéisen 16 suorituskerran jilkeen osoita minkidnlaista merk-
kidkddn jaksollisuudesta. Metodin peridkkéisten askelten erotusten lyhimpiné

sanoina saadaan seuraavat sanat.
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U}O:b

w; = aba

we = baaaab

ws = baaaaab

wy = bbbbb

ws = abaaaab

wg = abaaaba

wy; = bbbbbbb

wg = abaaabaaaba

wg = bbbbbbbbb
wiy = abaaabaaabaaaab
wi; = baaabbbbbbbbb
wig = bbbbbbbbbLY
w13 = baaabbbbbbbbbbb
wyg = bbbbbbbbbLOLD
wis = baaabaaabbbbbbbbbbb

Sanojen pituudet nayttivit vaihtelevan varsin sddnnottomaésti. Sentralisaattorin
rekursiivisuuteen riittdisi myos se, ettéd jono |w;| voitaisiin jakaa &érelliseen mai-
rafin ei-vihenevid osajonoja. Télloin sanan w € C(X) tunnistamiseksi riittaisi
laskea kiintopistemetodia, kunnes kukin osajono on ylittdnyt sanan w pituuden.
Edelld olevista sanoista ndhddin, ettd ainakin jonojen |ws,|, |wsni1| ja |wsniol
alut ovat ei-vihenevit. Jatkosta on kuitenkin vaikea sanoa mitdan varmaa.
Kiintopistemetodin kaltaisten, kielten tai automaattien darettoméain jonoon
johtavien, tilanteiden kannalta olisi hyodyllista 16ytad jokin sopiva mitta, jolla
voitaisiin ilmaista kahden kielen tai automaatin etdisyys toisistaan. Niin raja-
arvotarkasteluissa voitaisiin kiyttdd analyysistd tuttuja menetelmid. Voidaan

kuitenkin kysya, 10ytyyko tillaista yleistd mittaa, joka toimii kaikissa tapauksis-
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sa, vai pitdisiko mitta valita kussakin tilanteessa tapauskohtaisesti. Eras tallai-
nen mitta voisi olla esimerkiksi symmetrisen erotuksen AAB lyhimméan sanan

pituuden kadnteisluku.
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A Grail+

Tamén esityksen esimerkkien laskemisessa ja tarkistamisessa sekd padttelyn
apuna on kiytetty Léansi-Ontarion yliopistossa Kanadassa kehitettyd Grail+-
ohjelmistoa. Grail+ on &irellisten automaattien, sdénndllisten lausekkeiden ja
adrellisten kielten kisittelyyn tarkoitettu symbolisen laskennan ohjelma. Ohjel-
ma on kirjoitettu C+--kielelld ja sen ldhdekoodi on saatavilla internetosoitteesta
http://www.csd.uwo.ca/research/grail /grail. html.

Tyossa kiytettiin esijulkaisua ohjelman versiosta 3.0. Ohjelmaan jouduttiin
tekeméin pieni korjaus, jotta automaattien katenointi saatiin toimimaan oikein.
Liséksi Arto Lepistd lisasi ohjelmistoon useita uusia operaatioita, joita tarvittiin
kiintopistemetodin toteuttamiseen.

Kukin tarkasteltu kieli esitettiin dérellisend automaattina ja talletettiin
Grail+:mn ymmértdmana tekstitiedostona. Itse Grail+ koostuu useasta ajetta-
vasta ohjelmatiedostosta, joista kukin suorittaa syGtteend annetuille automaa-
teille jonkin operaation. Sy6tteensd namaé ohjelmat saavat joko tiedostosta taik-
ka edelleen ohjattuna edelliseltd ohjelmalta. Tulostus puolestaan voidaan ohjata
joko seuraavalle ohjelmalle, naytolle taikka tiedostoon.

Kaytettyja Grail+:n operaatioita olivat:
fmcat Kahden automaatin katenointi.
fmcross Kahden automaatin karteesinen tulo (eli leikkaus).

fmdiff Kahden automaatin erotus.
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fmemptyof Poistaa automaatin esittdmaéastd kielestd tyhjan sanan, jos se on

Siina.

fmenum Luettelee halutun méédrdn (Oletuksena 100) automaatin sanoja pi-

tuusjarjestyksessa.

fmexec Suorittaa laskennan annetulla automaatilla ja annetulla sanalla. Tulos

joko hyviksytty tai hyléitty.

fmlq Automaatin esittdmén kielen vasen osamééri toisen automaatin esitté-

man kielen suhteen.

fmminrev Automaatin minimointi. Toteutettu vuorotellen kiintamalla auto-

maatti esittdmain peilikuvakieltd ja muuttamalla deterministiseksi.
fmplus Kleenen plusoperaatio annetulle automaatille.
fmpref Automaatin esittdmén kielen prefiksi.

fmrq Automaatin esittdméan kielen oikea osaméiri toisen automaatin esitté-

man kielen suhteen.
fmstar Kleenen tihtioperaatio annetulle automaatille.

fmstats Tilastotietoa annetusta automaatista. Tilamaara, siirtymié, alkutiloja,

lopputiloja.
fmsuff Automaatin esittdmén kielen suffiksi.
fmsymdiff Kahden automaatin symmetrinen erotus.
fmunion Kahden automaatin unioni.

isomorph Tarkistaa, ovatko annetut automaatit tilojen numerointia lukuunot-

tamatta samat. Tulos joko isomorphic tai nonisomorphic.

retofm Muuttaa syotteeksi saamansa rationaalisen lausekkeen vastaavaksi au-

tomaatiksi.
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Iteroinnin aloituskielen X, ja seuraavien askelten X; laskemiseen kiytettiin
seuraavia DOS:in komentojonotiedostoja.
laskex0.bat:

Q@echo off

rem laskex0O.bat

rem Laskee aloituskielen xO0

if "%2"=="" goto :virhe

echo - %1plus

fmplus %1| fmminrev > %lplus

echo - Ylpref

fmpref %1plus| fmemptyof| fmminrev > Jlpref
echo - Jlsuff

fmsuff %1plus| fmemptyof| fmminrev > %1suff
echo - %2

fmcross %lipref %isuff | fmminrev > %2

goto :end

:virhe

echo Kaytto: laskex0 X XO

:end

65



laskexi.bat:

@echo off

rem laskexi.bat

rem Laskee seuraavan xi:n

if "%3"=="" goto :virhe

echo - %1%2

fmcat %1 %2| fmminrev > %1%2

echo - %2%1

fmcat %2 %1| fmminrev > %2J%1

echo - %1%2-%2%1

fmdiff %1%2 %2%1| fmminrev > %1%2-%2%1
echo - %2%1-%1%2

fmdiff %2%1 %1%2| fmminrev > %2%1-%1%2
echo - %1d%2

fmunion %1%2-%2%1 %2%1-%1%2 | fmminrev > %1d%2
echo - %1d%21q

fmlq %1d%2 %1| fmminrev > %1d%21q

echo - %1dl2rq

fmrq %1d%2 %1| fmminrev > %1d%2rq

echo - %2u

fmunion %1d%21q %1d%2rql fmminrev > %2u
echo - %3

fmdiff %2 %2u| fmminrev > %3

goto :end

:virhe

echo Kiytto: laskexi X Xi Xi+l

:end
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Kielten S, B ja C laskemiseen kiytetyt komentojonotiedostot rajoittuvat
aakkostoon {a, b}, mutta ovat laajennettavissa. Lisiksi laskeBC.bat vaatii kieli-
kohtaisia muutoksia sen mukaan, miké on kieli Pref; (X).
laskeS.bat:

Q@echo off

REM laskeS.bat

REM Laskee kielen S annetulla kielelld X.

REM Aakkostona {a,b}.

echo - S%1%1p

fmplus %1|fmminrev|fmcat %1|fmminrev > S%1%1p
echo - Ssigmaplus

echo atb|retofm|fmplus|fmminrev > Ssigmaplus
echo - Sc%l%lp

fmdiff Ssigmaplus S%1%1pl|fmminrev > Sc¥%1%1p
echo - Sc#%l%lplq

fmlq Sck1%lp %1 |fmemptyof |fmminrev > Sc%1%1plq
echo - Sc¥%l¥lprq

fmrq Sci%1%1p %1 |fmemptyof|fmminrev > Sci1%lprq
echo - Sc

fmunion Sc¥%1%1plq Sc%1%lprqlfmminrev > Sc

echo - S

fmdiff Ssigmaplus Sc|fmminrev > S

67



Kieleen X liittyva haaroittumispisteiden kieli B ja kriittisten pisteiden kieli
C' laskettiin tiedostolla:
laskeBC.bat:

Q@echo off

REM laskeBC.bat

REM Lasketaan syodtekielen haaroittuvien sanojen joukko B ja
REM kriittisten sanojen joukko C.

REM Skripti rajoittuu aakkostoon {a,b}

echo - Bprefiilp

fmplus %1|fmminrev|fmpref|fmminrev|fmemptyof|fmminrev > Bprefiip
echo - Bprefil

fmpref ’%1|fmemptyof|fmminrev > Bprefyl

echo - Bprefly1

echo atb|retofm|fmminrev|fmcross Bpref)l|fmminrev > Bprefijl
echo - Bprefilppreflil

fmcat Bpref’lp Bprefl)l |[fmminrev > Bpref)lpprefi’l

echo - Binters

fmcross Bprefllpprefi)l Bpref)lp|fmminrev > Binters

REM Lasketaan Binters:n oikea osamddrd kullakin Pref_1X:n
REM kirjaimella.

REM Tamd taytyy s&ddtdd kielikohtaisesti.

REM Tissi Pref_1X={a,b}

echo - Ba

echo alretofm|fmminrev|fmrq Binters|fmemptyof |[fmminrev > Ba
echo - Bb

echo blretofm|fmminrev|fmrq Binters|fmemptyof |fmminrev > Bb
echo - B

REM B on n&diden leikkaus.

fmcross Ba Bb|fmminrev > B

echo - C

fmplus %1|fmminrev|fmdiff B|fmminrev > C
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echo **x*x Onko C tyhja? *x**

isempty C
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